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Avant-propos

Ce polycopié constitue les notes de cours de Méthodes Numériques de Base du département Informatique
3A (2021-2022, Automne).

Ce polycopié de cours est normalement disponible a la fois
e en ligne sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html & la rubrique habituelle ;
e en cas de probléme internet, sur le réseau de 'université Lyon I : il faut aller sur :
— ’Poste de travail’,
— puis sur le répertoire 'P:’ (appelé aussi '\ \teraetu\Enseignants’),
— puis ’jerome.bastien’,
— puis 'Polytech’,
— puis 'Informatique 3A’.
— enfin sur 'MNBif’.

Des notes en petits caractéres comme suit pourront étre omises en premiére lecture :

Attention, passage difficile! {


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html




Références conseillées
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nible & la bibliothéque Sciences de Lyon 1 (cote : 519.4 BAS, 4 iéme étage). Voir https://www.dunod.com/
sciences-techniques/introduction-analyse-numerique-applications-sous-matlab. Paris: Dunod, 2003.

392 pages
ils ne sont pas toujours rédigés dans ce polycopié, mais ils figurent dans cet ouvrage, disponible a la BU.
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1 (cote : SCI 1351). Paris : Masson, 1993

D. CoNTE et C. de BOOR. Elementary numerical analysis. An algorithmic approach. Mc Graw-Hill,
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S. D. CONTE et C. de BOOR. Elementary numerical analysis. Tome 78. Classics in Applied Mathematics.
An algorithmic approach, Updated with MATLAB, Reprint of the third (1980) edition, For the 1965
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2018, pages xxiv+456

M. CROUZEIX et A. L. MIGNOT. Analyse numérique des équations différentielles. Collection Mathé-
matiques Appliquées pour la Maitrise. [Collection of Applied Mathematics for the Master’s Degree].
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M. CrROUZEIX et A. L. MIGNOT. Exercices d’analyse numérique des équations différentielles. Collection
Mathématiques Appliquées pour la Maitrise. [Collection of Applied Mathematics for the Master’s
Degree|. Masson, Paris, 1986, page 183

J. BARANGER. Introduction a l’analyse numérique. Ouvrage disponible a la bibliothéque de Mathéma-
tiques de Lyon 1 (cote : 518.07 BAR, niveau Capes/Agreg). Hermann, Paris, 1977, pages vii+133

F. SCHEID. Analyse numérique, Cours et problémes. Série Schaum. Ouvrage disponible a la bibliothéque
Sciences de Lyon 1 (cote : 519.407 SCH, 4 iéme étage). groupe Mc Graw-Hill, 1987

D’autres références sont aussi données a la page 287


https://www.dunod.com/sciences-techniques/introduction-analyse-numerique-applications-sous-matlab
https://www.dunod.com/sciences-techniques/introduction-analyse-numerique-applications-sous-matlab




Chapitre 0

Erreurs

Une fois n’est pas coutume; nous essayerons de commencer ce cours par des présentations de petits
problémes simples de calculs. Nous verrons que les ordinateurs ne calculent pas si bien que ¢a! La référence
qui suit sera présentée de facon abrégée, lors du premier cours.

Voir |[Basl14al, disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA /zetetique/erreur ordinateur.pdf

Les sources matlab de ces transparents, issus |[BMO03, chapitre 1] sont disponibles sur http://utbmjb.

chez-alice.fr/INSA/zetetique/zetetique_fichiersmatlab.zip et pourront étre par exemple, utilisées en
TP.


http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA/zetetique/zetetique_fichiersmatlab.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA/zetetique/zetetique_fichiersmatlab.zip




Chapitre 1

Interpolation

1.1. Motivation

Latitude | K =0.67 | K =15 K =2 |

65 —3.106 3.520 | 6.058
55 —3.228 3.621 | 6.055
45 —3.309 3.652 | 5.922
35 —3.327 3.522 | 5.707
25 —-3.172 3.476 | 5.308
15 -3.074 3.253 | 5.020
5 —3.029 3.152 | 4.957
-5 -3.029 3.150 | 4.974
—15 —3.124 3.207 | 5.078
—25 —3.209 3.274 | 5.355
—35 —3.350 3.529 | 5.627
—45 —3.373 3.705 | 5.954
—55 —3.258 3.704 | 6.103

TABLE 1.1. Température de I’air & proximité du sol en fonction de la latitude pour différentes
valeurs de concentration K.

Il est connu que la température de l'air & proximité du sol varie selon la concentration de ’acide carbonique.
Le tableau [[T] (extrait de "Philosophical Magazine" 41,237) montre les variations annuelles de la température
moyenne pour différentes latitudes en fonction de la concentration (relative) K de l'acide carbonique dans
I’atmosphére.

On cherche une estimation de la variation de la température a la latitude de Lyon (45.453) pour une
concentration K de l'acide carbonique dans ’atmosphére égale & K = 0.67. Les techniques d’interpolation
permettent de reconstruire, & partir des données disponibles, les valeurs de température pour des latitudes ou
des concentrations non contenues dans le tableau.

Sur la figure [I.T page suivante] ont été tracées les différentes courbes déterminées grace aux techniques de

ce chapitre, ainsi que plusieurs estimations de la variation de la température a la latitude de Lyon (45.453),
qui se tiennent toutes dans un mouchoir de poche. On obtient en effet

7 = —3.303, en utilisant un polynéme de degré 12 (voir section [[2) ;

7 = —3.307, en utilisant un polynéme de degré 3 (voir section [[2]) ;

7 = —3.306, en utilisant une spline cubique (voir section [[L6.T]) ;

7 = —3.311, en utilisant une approximation au sens des moindres carrés (voir section [L8]).



4 1. INTERPOLATION

2.7
* données
polyndme de degrél2
28l — polynéme de degrés 3
) Splines cubique
moindres carrés de degré 5
résultats
-2.9
_3 —
-3.1r
-3.2F
-3.3F
-3.41
-3.5 L ! L | I 1 ]
-60 -40 -20 0 20 40 60 80

FIGURE 1.1. Les données et les différentes courbes déterminées grace aux techniques de ce
chapitre (pour une concentration K de l’acide carbonique dans ’atmosphére égale & K = 0.67).

1.2. Interpolation polynémiale
1.2.1. Exemple et position du probléme

ExXEMPLE 1.1. Pour tout ce chapitre, on considérera les données suivantes : on connait les valeurs d’une
fonction f aux points zg =1, 21 =2, 20 =4 et x3=7:

flxo) = =1, f(z1)=2, f(x2)=4, flaz)=09. (1.1)
On posera
Vi € {O, 1,2, 3}, Y; = f(.’L'l) (12)
De facon plus générale, on se donne n > 0 un nombre entier. Etant donnés n + 1 points, deux a deux
distincts, xg,z1,...,T, :
Vi,j€{0,....,n}, i#j=z; #uzj, (1.3)
et n + 1 valeurs quelconques 4o, Y1, - - -, Yn, on cherche un polyndéme p de degré au plus n, tel que
Vi € {0,.n},  plas) = yi (1.4)
On note p = 1II,,, le polynéme d’interpolation aux points (2;),«;,, qui vérifie donc
Vi€ {0,...,n}, I.(z;) =y (1.5)

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBIif N. Débit & J. Bastien



1.2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 5

Les points (z;,y;) sont dits points d’interpolation. Les points z; sont aussi appelés les nceuds du support
{zo, ..., zn}. Si, comme dans l'exemple [T} les y; correspondent aux valeurs d’une la fonction f, on dira que le
polynome II,, interpole f sur le support {xo, ..., 2, }. Dans ce cas, on notera parfois le polynéme sous la forme

I, (f)-
1.2.2. Construction de II,,

1.2.2.1.  Calcul direct (Matrice de Vandermonde).

Bien que la plus directe, cette technique est rarement utilisée en pratique & cause des instabilités numé-
riques.

Donnons néanmoins le principe de ce calcul. Cherchons le polynome II,, sous la forme (canonique)

I, (z) = ap + a1z + ... + aa™ :Zakxk. (1.6)
k=0

Si on écrit chacune des équations (LH), on a donc

n
Vi e {0,...,n}, ap+oqrm;—+ ...+l = Zakxf = yi, (1.7)
k=0
ce qui est équivalent au systéme linéaire
AX = B, (1.8)
ot la matrice A € M,,41(R) est définie par
Vi, g€ {1,..,n+1}, Ay =", (1.9)
et les vecteurs X et B sont les vecteurs colonnes de R"*! donnés par
Qo Yo
aq U
X = , B=|". (1.10)
Qn Yn
La matrice A correspond a la transposée de la matrice de Vandermonde, associée aux noeuds zg, ..., Zp,.

On sait qu’elle est inversible. Voir par exemple |[BM03, Exercice 2.5 p. 55]. On peut en calculer a la main son inverse, en

utilisant la théorie de I’interpolation! L’inversibilité de cette matrice sera aussi une conséquence de la section [[L2.2.2]

EXEMPLE 1.2. Si on traite de cette fagon I'’exemple [[LT], on obtient successivement :

11 1 1
1 2 4 8
A= 1.11
1 4 16 64 |’ (1.112)
1 7 49 343
—1
2
B= 111
2. (1110)
9
32
5
103
x=| 1.11
) (1110




6 1. INTERPOLATION

et donc

103 32
Hg(z):2/15x378/5x2+ﬁz73. (1.11d)

Si on évalue ce polynémes aux points du support zg,...,x,, on obtient bien les y; :
(-1 2 4 9). (1.11e)

1.2.2.2. Base de Lagrange.
Nous avons le lemme suivant :

LEMME 1.3. Soit n € N. Pour tout i € {0, ...,n}, il existe un unique polynodme l; de degré n tel que

Vi€ {0,...n}\ {i}, L(z;) =0, (1.12a)
soit encore
Vj € {0,...,TL}, l1($]> :5“, (113)

ot 6;; est le symbole de Kroneckerﬁ. Pour tout i € {0,...,n}, l; est donné par

Li(z) =[] —2. (1.15)

Ti— T
j=0""
J#i

Les polynomes (;),;,, sont appelés les polynomes de Lagrange, relatifs aux support {zo, ...,z }.

DEMONSTRATION. On montre & la fois 'unicité et I'existence. On cherche ) un polynéme nul en zg, z1,

8
S

8
<
S

L
&

3
+

8

|

L

Ln
FIGURE 1.2. Le polynémes [;, nul en g, 1, 2, .... Ti—1, Tit1, ..., Tn—1, Tp €t égal & 1 en z;.
Xy weee Tie1y Tid1, -y Tn—1, T €t égal & 1 en x;, de degré n. Voir figure 2l C’est donc équivalent a :
1. défini par
1 sii=j,
0 sii#j.

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBIif N. Débit & J. Bastien



1.2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 7

e Il admet pour racines les n nombres z;, pour j € {0,...,n}\ {i} et donc il existe un réel c¢ tel que

Q = C(X 7560) (X 7561) (X 71‘1',1) (X 7$i+1)... (X 71'71) == H (X 71']'). (116)

<
S O

<

e De plus [;(z;) = 1 si et seulement si
c(zi —xo) (s — 1) oo (@ — 2im1) (X — Tig1) o (T —xp) =15

d’apres (L3)), les nombres x; sont deux & deux distincts et le terme de gauche de cette égalité est non
nul et on a donc

j=0
G
et, d’apres, (LIA), il vient
X - x;j
e=1=
7=0
J#i
(I
EXEMPLE 1.4. On vérifie queE pour n =0 :
lo(w) = 1, (1.17&)
puis, pour n =1 :
xr — T
l = 1.17b
ola) = = (1.17D)
Tr — X
l = 1.17
(o) = 2 (117¢)
puis, pour n = 2 :
(z —x1)(z — x2)
lo(x) = 1.17d
0( ) (-TO —361)(300 —.’L'g) ( )
(x — z0)(z — x2)
l1(x) = , 1.17e
1( ) (.’L'l—.To)(ZEl—.’L'Q) ( )
(z —x1)(x — )
lo(x) = 1.17f
2( ) (.’L‘2 —.’Eo)(ZEQ _-Tl) ( )
PROPOSITION 1.5. Soit n € N. Il existe un unique polynéme II,, de degré au plus n tel que
Vi e {0,...,n} IL,(z;) =y;. (1.18)
1l est donné par
M, () = yili(x). (1.19)
i=0

Notons que le degré est au plus n. Il peut étre plus petit !

DEMONSTRATION.

2. En prenant pour convention qu’un produit vide vaut 1; voir exercice de TD [Tl



8 1. INTERPOLATION

(1) Démontrons d’abord 'unicité d’un tel polyndéme. Supposons qu’il existe deux polynomes P; et P, deux
degré au plus n qui vérifient

Vi€ {0,...,n}, Pi(x;) = Pe(z;) =y;.
Ainsi, P, — P, est un polyndme de degré au plus n qui vérifie
Vi€ {0,...,n}, (P—P)(x;)=0. (1.20)
Remarquons que, d’aprés (L3)), on a
Si @ est un polynome de degrés au plus n, alors : (Vi € {0,...,n}, Q(x;)=0)=— Q =0. (1.21)

En effet, dans ce cas, Q est de degré au plus n et posséde au moins n+ 1 racines deux & deux distinctes;
il ne peut étre que nul. Ainsi, d’aprés (L20)) et (LZI) appliqué & Q@ = P, — Py, on a Q = 0 et donc
P =P

(2) Enfin, si on choisit II,,, défini par (ILI9), alors d’aprés (LI3)), pour tout j, on a

D wili(r) = widiy = > yidij + ;05 =0+ y; = yj. (1.22)
i=0 i=0 0<i<n
i#£]

Cela assure l'existence du polynome II,,, défini par (LI9).

DEMONSTRATIONS ALTERNATIVES.
Nous donnons deux démonstrations alternatives.

(1) Les polynémes (l;)j<;<, forment une base de I’espace vectoriel Py, des polynoémes de degrés au plus n et on a, pour
tout P € Py, : o
n
P =" P(z:)l. (1.23)
i=0
Pour démontrer que les polynémes (l;)y<;<,, forment une base de I’espace vectoriel P, il faut démontrer I'existence et
P’unicité de la décomposition d’un polyngrr;e de degré n sur la famille (I;)y<;<,,, ¢’est-a-dire

n
VP € Pa, ai)ocicn ER™, P =3 aili. (1.24)
=0

Notons que
n

Vj e {0, ...,TL}, <Z a¢l¢> (:L‘]) = Zaili(l‘j)
=0

i=0
et donc, d’aprés (LI3),

V_] € {07 "'777/}7 <Z alll> ($J) = Zai(sijv
i=0 i=0
et donc
n
vj € {0,...,n}, (Z aili> (z5) = aj. (1.25)
i=0

n

Ainsi, (L24) est immédiat. En effet, d’aprés (L2I)), dire que les polyndémes de degré au plus n P et Z(lili sont égaux
i=0

est équivalent a dire qu’ils ont les mémes valeurs aux n + 1 points {x; }0<j<n7 c’est-a-dire :

n
Vi €{0,...,n}, P(z;) = aili(z;),
1=0

ce qui est équivalent, compte tenu de (L.25)
vj €{0,...,n}, P(:vj):aj.

Cette égalité fournit donc a la fois I’existence et 'unicité des coefficients a; et leur valeur, ce qui montre en méme temps

([23)), et donc (CIT).

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBif N. Débit & J. Bastien



1.2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 9

(2) (a) Une autre version alternative consiste & d’abord montrer que les polynémes de Lagrange forment une base de Py,.
La encore, deux méthodes sont possibles.

(1) Pusique les polynomes de lagrange I; sont en nombre égal & n + 1, dimesion de ’espace vectoriel Py, il suffit de
démontrer qu’ils constituent une famille libre. Pour cela, on suppose qu’il existe des scalaires (a;)o<i<n+1 tel
que

n
Z a;l; = 0.
i=0

Si on évalue cela en x, on obtient d’aprés (L25) pour tout j, a; = 0 et donc la famille est libre.

(ii) Sinon, de facon plus algébrique encore, on considére ’application ® définie de P, dans R™*! par

P(zo)
P(l‘l)
vVeP, ®FP= .

P(xn)

qui est clairement linéaire. De plus, elle est injective, puisque ®(P) = 0 implique que pour tout i € {0,...,n},
P(x;) = 0, ce qui implique, d’aprés (LZI), la nullité de P. Puisque les deux espaces vectoriels P, et R™**! sont
tous les deux de dimensions n+ 1, ® est une application linéaire injective et donc bijective. Ainsi, ®~1 est définie
et est une application bijective et I'image par ®~1 d’une base de R™*! est une base de P,. Or, il est clair que
pour tout 4 € {0, ...,n}, ®(l;) vaut d’apres (LI3)

=]

0
vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la 7+ 1-iéme qui vaut 1. L’ensemble de ces vecteurs constitue

la base canonique de R*t1 et donc les I; forment une base, en tant qu’image de la base canonique par ®—1.

(b) Ensuite, on écrit que pour tout P € Py, il existe un unique n + 1-uplets de réels (a;)o<i<n+1 tels que

et en évaluant cela en x; pour tout j, on obtient grace a (L25) encore a; = P(x;).

¢

EXEMPLE 1.6. Reprenons les données de 'exemple Chacun des polynomes de Lagrange I; (de
degré 3) est donné par la formule (LIH). On a donc successivement

lo(l‘) ($_2) (‘T_4) ($—7)
(1-2)(1—-4)(1-7)"
() = (=1 (x—4)(x—=T7)
2-1H)2-4)02-17)
() = (x—1)(x—=2)(x—=T7)
4-1)(4-2)4-17)"
ls(z) = (zfl)(x—Q)(zfél).
(7T-1)(7T-2)(7-4)
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soit encore apres calculs :
13 5 25 28

lo(x) = —1/1823 + —2? — a4+ = 1.26
o(x) / :13—1—1896 9x+9, (1.26a)
39 14
I () :1/10903—6/59024—1—90—?, (1.26b)
23 7
lo() :71/18z3+5/9z271—8x+§, (1.26¢)
1 7 7 4
1 = 3 2y e = 1.26d
@) =T Tt T BB (1.26d)
Ensuite, le polynome interpolateur de degré 3, Il3, est donné par la formule (LI9]). Ici, on a donc :
Hs(x) = yolo(z) + y1li(z) + yala(z) + ysls(x).
Aprés calculs, il vient :
103 32
5 (z) :2/15x378/5x2+1—5zf€. (1.27)

On retrouve bien (LI1d).

EXEMPLE 1.7. On reprend les données de 1’exemple [[L11

all

051

-0.5

FI1GURE 1.3. Le polynoéme de Lagrange [

Sur les figures [[.3] T4 et [LO ont été tracés : le polyndme g, interpolant la fonction f sur le support
{zo}, puis les polynomes Iy et I, interpolant la fonction f sur le support {zg, 21}, puis les polynomes Iy, I; et
l2, interpolant la fonction f sur le support {xg, x1, 2}, puis les polynémes I, l1, l2 et I3, interpolant la fonction
f sur le support {xg, z1,z2, 3}

Voir aussi la figure [ 71

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBif N. Débit & J. Bastien



1.2. INTERPOLATION POLYNOMIALE

FIGURE 1.4. Les polynoémes de Lagrange [y et I3

FIGURE 1.5. Les polyndmes de Lagrange ly, l1 et lo

11
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FIGURE 1.6. Les polynomes de Lagrange lg, l1, l2 et I3

151

10

FIGURE 1.7. Les polynomes d’interpolation de f sur {xo}, {zo,21}, {xo0,21,22} et

{zo, 1, 22, 23} .

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBIif N. Débit & J. Bastien



1.2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 13

1.2.2.3. Forme de Newton et différences divisées.
C’est la forme la plus appropriée a 'interpolation. On trouve aussi la terminologie "polynéme de Newton".

Par convention, on pose
-1

[[@—x)=1 (1.28)

Jj=0

Nous allons chercher II,, sous la forme
I, (z) = ap + a1(x — x0) + az(z — xo)(z — 1) + ... + an(z — z0)(x — 1)...(T — Tp-1), (1.29a)
ot les (a;)y<;<, sont des réels a déterminer. En utilisant la convention (L28), on écrit (L2Jal) sous la forme

1L, (z) = Zail:[ (z — z;). (1.29b)
i=0  j=0

REMARQUE 1.8. Dans 'espace vectoriel P, des polynémes de degré au plus n, nous avons précédemment déterminé II,, sur

la base canonique 1, z, 22 ...., 2™ (section [[2Z:2.1)) ou sur la famille des I; qui en forme aussi une base (section [[2.2.2)). Ici, nous
utilisons la famille 1, z — xo, (x — zo)(z — x1), ...., (x — Z0)...(x — Tn—1) qui est aussi une base de Pj.
&

EXEMPLE 1.9. Pour n =0, on a, grace a (I3 pour ¢ =0 :

ap = f(zo).
EXEMPLE 1.10. Pour n =1, on a, grace a (I3 pour ¢ =0 :
apg = f(‘ro)a

puis pour ¢ = 1,
ao + ai(x1 — x0) = f(r1),
d’ont

f(z1) = f(20)

a = ———.
1 — 2o

DEFINITION 1.11. Les quantités (f[x;]),<;<,, définies par

Vi€ {0,...,n}, flz] = fa), (1.30)

sont appelées les différences divisées d’ordre 0. Les quantités (f[x;, Zit1])g<;<,_, définies par

G {0, =1}, s = Ll = flzd (1.31)
LTi+1 — T4

sont appelées les différences divisées d’ordre 1. Les quantités (f[z, Ziy1, Tit2])geci<p,_o définies par

V’L S {0, ey M — 2}, f[SCZ, Ti+1, ZriJrQ] = f[l'iJrl; 1'1'+2] — f[xu Z'iJrl]’ (132)

Tit2 — Tj

sont appelées les différences divisées d’ordre 2. De maniére plus générale, pour tout k € {1,...,n}, les quantités
(f [Ty s Titk])g<icn s, définies par

Vke{l,...n}, Vie{0,...n—k}, [l oirx]= FlEic, o ive] _f[””i"“’”””k—l], (1.33)

Titk — T4

sont appelées les différences divisées d’ordre k.

On peut alors montrer, avec les notations (L.290), que

3. Voir note de bas de page numéro
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PROPOSITION 1.12. On a

Vi€ {0,...,n}, a; = flxo,x1,...,xi], (1.34)
soit encore
I, (x) =
flzo] + flxo, z1](x — x0) + flzo, 21, x2)(x — 20)(x — 21) + ... + fl2T0, 1, T2y oy Tp] (2 — 20) (@ — 1) (T — Zp—1),
(1.35a)

soit encore, avec la convention (L28)

1L, (z) :Zf[zo,...,zi]l:‘[(:cfzj). (1.35D)
i=0 Jj=0

DEMONSTRATION. Voir |[BMO03, Définition 2.28 et Théoréme 2.34], ou 'on montre en particulier que f[z;,...,z;1x] est le
coefficient dominant du polynéme interpolateur de f sur le support {z;, ..., Z;1x}- O

¢

PROPOSITION 1.13 (Calcul complet des différences divisées). Les égalités (L30) permettent d’initialiser le
calcul des différentes différences divisées. Les égalités (L33) permettent de calculer successivement les différentes
différences divisées.

EXEMPLE 1.14. Pour n =0, on a, grace a (L30) et (L35al) :

flwol = (o), (1.36a)
o (z) = f(z0). (1.36b)
EXEMPLE 1.15. Pour n =1, on a, grace a (L30), (L35a) et (I33) pour k =1 :
flwo] = f (o), (1.37a)
flro,z1] = W, (1.37b)
f(zf) — f(zo)

I (z) = f(zo) + (z — x0). (1.37¢)

T1 — Zo

1.2.2.4. Calcul pratique des différences divisées et du polyndome interpolateur.

DEFINITION 1.16 (Tableau des différences divisée).
On définit le tableau des différences divisées de la fagon suivante :
e La premiére colonne contient les n + 1 valeurs (x;)y,,,. classées dans I'ordre des indices (qui n’est
pas nécessairement l'ordre des valeurs). o
e La deuxiéme colonne contient les n 4 1 différences divisées d’ordre 0, c’est-a-dire (f[x;])q<;<,,, chacune
d’elles étant égale a f(x;) d’apres (L30). o
e La troisi¢tme colonne contient les n différences divisées d’ordre 1, c’est-a-dire (f[zi, Titr1])g<j<n_1
données par (L3). o
e La quatriéme colonne contient les n—1 différences divisées d’ordre 2, ¢’est-a-dire (f [, Zit1, Tit2])g<icp_a
données par (L32)
e De facon générale, la k + 2-iéme colonne pour tout k € {1,...,n} contient les n — k + 1 différences
divisées d’ordre k, c’est-a-dire (f[zs, Tit1, Tit2s .- Titk))gwicn_p données par (L33).
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e L’avant-derniére colonne contient les 2 différences divisées d’ordre n—1, c’est-a-dire, f[xo, z1,. .., Tn_1]
et flz1,x2,...,T,] définie par (L33) pour k =n — 1 et i € {0,1}, c’est-a-dire
f[l'l IR ,1]7‘]8[1'0 T1yeo., ,2]
f[35073515-'-;1'n71]: , L : : 7” )
Tn—1 — X0
To, ..o, Tnl — flX1, 2o, ..., Xp_
f[-rl,-rQ,---,l'n]:f[ 2, ) n] f[ 1,42, s n 1].
Tp — X1
e La derniére colonne contient I'unique différence divisée d’ordre n, c’est-a-dire, flxo,z1,...,Tn—12s]
définie (L33) pour k = n et i = 0, c’est-a-dire
f['rla ceey Tn—1, zn] - f[SC(), T1y.--3Tn—2, znfl]
flzo,z1, ..., Tn_1,@n] = .
Ty — X0

Voir les tableaux|[I.2 page suivante]et[I.3 page 17| La double fléche > signifie que chaque différence divisée f|x;,

Zit1,Zit2, .-, Titk] pour k € {1,...,n} et pour i € {0,...,n — k} est déterminée de la fagon suivante
AN, B—A
Y ra—— [l Tigr, Tigo, oo Tigr].
3 3

Enfin, on se sert de ce tableau et uniquement des différences divisées encadrées dans les tableaux et
pour calculer II,, donné par (L35)
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HTVINONATOd NOILVIOJdYHLNI ‘¢’ T

LT



18 1. INTERPOLATION

Nous avons aussi la relation de récurrence fondamentale qui découle tout simplement de I’écriture de 11, :

LEMME 1.17. Si, pour n > 1, II,,_1 est le polynéme interpolateur de f sur le support {xo,...,xn—1} alors,
I1,,, le polynome interpolateur de f sur le support {xo, ..., xn} vérifie

I, () = ,—1(x) + flxo, 1, ...y xn](x — z0)(x — 21)...(T — Tp—1). (1.38)
DEMONSTRATION. Faire en exercice. O

REMARQUE 1.18. Grace au lemme [[.T7] si le tableau des différences divisées sur le support d’interpolation
{zg, ..., xn—1} est connu, on en déduit facilement le tableau des différences divisées sur le support d’interpo-
lation {xo,...,x,}. Il suffit de rajouter les points x, et la donnée f(x,) en bas de tableau et d’en déduire
progressivement les nouvelles différences divisées comme le montre le tableau[l.4 page suivante Si le polyndéme
IT,,—1 est connu, on déduit alors II,, en utilisant la nouvelle différence divisée calculée f[zo, ..., z,] et (L3]).
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1.2.2.5. Bilan sur le choiz de la méthode.

La méthode de newton, sauf indication, sera toujours & privilégier, cela pour deux raisons :

(1) Sur le plan algorithmique d’abord ; la méthode de Lagrange force a tout recalculer les polynomes I, ....,
I, & chaque rajout de nouveau point. Au contraire, la méthode de Newton, a ’ajout d’un point, permet
de calculer le nouveau polynéme en se servant du précédent, grace au lemme [L.T7l C’est d’ailleurs pour
cela qu’a été inventée la notion de différences divisées, qui se calculent aisément de fagon récurrente
grace a la proposition Voir la définiion [L.T6 la remarque [[L18 et I'exercice de TD

(2) Sur le plan numeérique ensuite; grace a 'algorithme d’évaluation d’Horner (voir [BMO03, Algorithme
2.1 p. 38]), la forme de Newton (L3H) permet de calculer de fagon plus correcte II,, qu’en utilisant les
polynémes de Lagrange [;, notamment quand n grandit. Voir le corrigé de I'exercice de TD [[4l

EXEMPLE 1.19. Reprenons les données de I’exemple Pour calculer le polynéme sous la forme de

z\k | 0 1 2 3

TABLE 1.5. Différences divisées de f.

Newton, on détermine tout d’abord les différences divisées f[z;, ..., z;+x] données dans le tableau [[L5l Ensuite,

on n’utilise plus que les différences divisées qui sont encadrées et le polynéme interpolateur de degré 3, Ils, est
donné par la formule (I35). Ici, on a donc :

II3(x) = flzo] + flxo, z1](x — x0) + fxo, z1, z2|(x — x0)(x — 21) + flxo, 21, 22, 23] (T — o) (T — 1) (T — X2).

On a successivement

rT—x9g=x—1,
(x —zo)(x —21) = 2% — 32+ 2,

(x —x0)(x —21) (2 —29) = 2% — T2 + 142 — 8.

Apreés calculs, il vient :

103 32
Ib(z)::2/15x34—8/5x24fji;:E——E;. (1.39)

On retrouve bien (LIId).

EXEMPLE 1.20. Voir de nouveau l’exemple de la section [Tl

1.2.3. Erreur en interpolation polyndmiale

On rappelle que, d’aprés (L2)), on dit que II,, interpole f sur le support {xo, ..., x,} si :
Vie{0,...n}, I,(z;) = f(zi). (1.40)
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THEOREME 1.21 (Erreur d’interpolation pour des nceuds quelconques). Soient (:Ci)ogign n + 1 neuds
distincts dans [a,b] et soit f € C"1([a,b]). Alors

F©
Ve € [a,b], 3¢ €la,b], flz)—-1L,f(z)= mwnﬂ(a)), (1.41)
0l wp41 est défini par
wWpt1(z) = H(m — ;). (1.42)
=0

DEMONSTRATION. On montre tout d’abord que pour tout réel = de [a, b] on peut écrire :

n
f(@) = Un(@) = f 20, s zn,a] | ] (@ —2)) | (1.43)
J=0
Dans cette proposition, f [zo,...,Zn, 2] devra avoir un sens, que les points soient distincts ou non : voir [BM03, exercice 2.8 et TP
2.F]. On considére deux cas.
— Siz ¢ {zo,...,zn}, alors {zo,...,xn,z} constitue un ensemble de n + 2 points distincts de I. Notons II,,41 le polynéme

d’interpolation de f sur {zo,...,Zn,z}. Par suite II,4+1(xz) = f(z); donc IL,,4+1(t) — I, (¢) désigne le terme qu’il faut
ajouter a I, (z) pour obtenir II,,41(x), c’est-a-dire 'expression (L43)).
— Siz € {zo,...,xn} alors f(z) — Iy (z) = 0. Comme le produit qui apparait dans I'’expression ([LZ3)) est nul, celle-ci reste
valide en admettant que f [zo,...,Zn, ] & un sens.
On montre ensuite qu’il existe £ € ]a, b tel que :

FD ()
TQy ooy T, T) = ————=
fzo n, T] ).
Ce calcul est assez technique et repose sur une utilisation itérée du théoréme de Rolle. Voir par exemple [CB81]. O

%
Si on peut trouver une borne supérieure pour f"+1(€), soit M, = MaXg0 <<z |f D (z)|, on peut
alors majorer I’erreur sous la forme suivante :

THEOREME 1.22 (Erreur d’interpolation pour des nceuds quelconques). Sous les hypothéses du théoréme

[LZ1, on note

_ (n+1)
Moy = max, ‘ f (:c)‘ . (1.44)
Alors
MnJrl
Vo € [a,b], [f(z) -1 f(z)| < T 1)1 0%, |wn1(@)] - (1.45)

DEFINITION 1.23 (Nceuds équirépartis). Pour a < b et n € N*, n + 1 noeuds équirépartis (;),<;<,
définissent n sous-intervalles de [a, b] de la méme taille et sont définis par
b—a
h = , (1.46a)

n

Vi€ {0,....,n}, xz; =a-+ih. (1.46D)

THEOREME 1.24 (Erreur d’interpolation pour des noeuds équirépartis). Pour des neeuds équirépartis, c’est-
a-dire donnés par la définition[L.23, on a, sous les hypothéses du théoreme [L2]],

1 b—a\" (n+1)
En(f) = Jéﬁfi] |f(z) — I, f(z)] < i+l (T) Ifél[%?z] ’f i (30)’ - (1.47)

DEMONSTRATION. On peut montrer que le maximum de |wn41(z)| est atteint toujours dans un des deux intervalles extrémes
[zo,z1] ou [zn—1,zn] (voir figure [[]). On prend z € [zo, z1] ('autre cas est similaire), et on a

(@1 —=20)®

(2 — zo)(z — z1)| < 1
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-3

x 10

FIGURE 1.8. Fonction |wi1] pour 11 noeuds équirépartis dans [—1,1].

zo + 21 (z1 — x0)?

On peut aussi montrer que le maximum de |(z — xo)(z — x1)| est atteint en et vaut B . On a donc

(z1 —x0)® R2
— — < L =
z w0}z —on)] < L B
ol on a noté le pas h = (b — a)/n. De plus, pour tout ¢ > 1,
[(x — z;)] < th.

Donc,

) < 2n3h. . .nh =
rgg;cill\(r w)l < n

<
REMARQUE 1.25. Attention, erreur E,(f) ne tend pas nécessairement vers zéro quand n tend vers I'infini.

EXEMPLE 1.26. Soit f définie par
1
1422

Si on interpole avec des points équirépartis sur un intervalle [—a, a], 'erreur peut tendre en théorie vers zéro

VzeR, f(z) (1.48)

ou pas quand n tend vers U'infini, selon la valeur de a. Si 2a < e, il y a convergence vers zéro, en particulier
pour a = 1/4e, comme l'indique la figure Si 2a > e, on peut montrer que l'erreur tend vers 'infini, en
particulier pour a = 5, comme l'indique la figure [[9] ou l'interpolant présente des oscillations. Voir [CM84, p.
10).

REMARQUE 1.27. Attention aussi au mauvais comportement numérique des évaluations polynomiales ; voir
le corrigé de I'exercice de TD [[4]
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FIGURE 1.9. Interpolation de la fonction de Runge. Dans le cas de la ﬁgure la convergence
a lieu quand n tend vers l'infini. Au contraire, les polyndémes d’interpolation présentent des
oscillations qui augmentent avec le degré du polynéme pour la figure

Afin de palier le probléme de I’absence de convergence ou les instabilités numériques quand le degré grandit,
deux méthodes alternatives sont proposées : la méthode de Tchebycheff (voir section [[L4) ou l'interpolation par
intervalles ou par morceaux (dite aussi interpolation composée ou composite, voir section [[3]).
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1.3. Un exercice type a savoir traiter parfaitement (Interpolation de Lagrange)
Enoncé
On connait les valeurs d’une fonction g aux points g = —1, z1 =3 et o =5 :
g(zo) =0, g(z1) =1, g(z2) =4

(1) Construire le polynéme de degré au plus 2 (noté Ilog), interpolant la fonction g aux nceuds zg, 1 et
xXrg.

(2) Pour a = 1, donner une valeur approchée de g(«).
Corrigé

(1) Tl est naturellement préférable d’utiliser la forme de Newton pour le calcul de I'interpolation, néanmoins,
le calcul utilisant la forme de Lagrange est aussi présenté.

(a) Chacun des polynomes de Lagrange [; (de degré 2) est donné par la formule :

Vi€ {0,..,n}, li(z)= ﬁ R~ (1.49)

SCifiL'j

On a donc successivement

(x—=3)(x—5)
(@) = (—1-3)(-1-5)
_(z41)(z—5)
L@ =G e =)
() = (z+1) (z—3)
2 (5+1)(5-3)"
soit encore apreés calculs :
lo(x) =1/242% —1/3x+5/8, (1.50a)
Liz)=—1/82*+1/2x +5/8, (1.50b)
lo(x) =1/122% —1/62 — 1/4. (1.50¢)

Ensuite, le polyndme interpolateur de degré 2, II5(g), est donné par la formule :

y(g)(z) = Y g(:)li(x). (1.51)
i=0
Ici, on a donc :

a(g)(z) = g(wo)lo(z) + g(x1)l1(z) + g(@2)l2(2).

Apres calculs, il vient :

s (g)(z) = % x? —1/6x—3/8. (1.52)

Pour calculer le polynéme sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences
divisées g[z;,...,xi+k] données dans le tableau Ensuite, on n’utilise plus que les différences
divisées qui sont encadrées et le polynéme interpolateur est donné par la formule :

2 (g)(z) = Zg[mo, o &) (x = x0)e (T — 24-1). (1.53)
=0
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.Tl\k/’ 0 1 2
o= —1 @
1/4
)
X1 =3 1 ﬂ
3/2
xTo =5 4

TABLE 1.6. Différences divisées de g.

Ici, on a donc :
I2(g)(x) = glzo] + glzo, 21](z — o) + glzo, 21, 22](2 — T0)(x — 21).
On a successivement
r—x9g=x+1,
(x — x0)(x —21) = 2% — 22 — 3.
Apreés calculs, on retrouve donc bien le polyndéme déterminé par la méthode de Lagrange (voir
équation (L52)).
(2) Pour o = 1, on obtient alors :

I3 (g)(r) = —1/3 ~ —0.333333,

ce qui constitue une valeur approchée de g(«).

1.4. Interpolation de Tchebycheff (ou Chebyshev)

DEFINITION 1.28. Soit n € N*. Sur l'intervalle [a, b], les n + 1 points ;9<;<,, de Tchebycheff sont donnés
par

Vi e {0,...,n}, =z = —cos <ﬂ> ) (1.54a)
n
et
b b-—
Vi€ {0, n), x;= a; + 220 (1.54b)

REMARQUE 1.29. Notons aussi l'interprétation géométrique des formules (L54) : on considére le demi-
cercle de centre d’abscisse (a +b)/2 et de rayon (b — a)/2, c’est-a~dire passant par les points d’abscisses a et b.
On divise ce demi-cercle en en n parties égales ; on a donc n+ 1 points définis par les angles i /n pour 0 < i < n.
Voir la figure [I.10 page suivantel Les n + 1 abscisses de ces points ne sont autres que les points définis par

REMARQUE 1.30. Attention, parfois une définition légérement différente de (I.54a)) est donnée (c’est le cas dans |[BMO3, p.
282]) :

(1.55)

214+ 1m
Vi 0,...,n}, =z = - .
ied n}, =z cos(n+12)

¢

REMARQUE 1.31. On pourra démontrer les formules (L54) a partir de l'interprétation géométrique de la
figure [LT0l Voir exercice de TD [LY



26 1. INTERPOLATION

[ M

. — T

a = T T; m/n b=um,

F1GURE 1.10. Les points de Tchebycheff.

THEOREME 1.32. Pour une fonction f € C*([a,b]), le polynome d’interpolation IL, f de degré n aur noeuds
(%i)g<i<n de Tchebysheff converge uniformément vers f quand n tend vers l'infini, c’est-a-dire que l'on a

lim max] [TL, f(z) — f(x)] = 0. (1.56)

n—+00 z€la,b
DEMONSTRATION. Voir [CM84, p. 20]. O
%

EXEMPLE 1.33. Reprenons ’exemple [.26] ot au lieu de prendre des nceudes équirépartis, on choisit ceux
de Tchebycheff. Soit f définie par (L48) et a =5

FIGURE 1.11. Interpolation de la fonction de Runge avec les points de Tchebycheff pour a = 5.
Dans ce cas, l'interpolant ne présente plus d’oscillations. Voir figure [LTI], & comparer avec la figure
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1.5. Interpolation par intervalles ou par morceaux (dite aussi interpolation composée ou com-
posite)

Pour éviter d’avoir un degré trop élevé et néanmoins permettre une approximation correcte d’une fonction,
on découpe l'intervalle en un grand nombre de sous-intervalle et on interpole sur chacun d’eux avec un degré
fixé. La précision de l'interpolation proviendra du grand nombre de sous intervalles.

THEOREME 1.34 (Erreur d’interpolation composite). Soient 1o = A < x1 < --- < xy = B des points qui

divisent I = [A, B]. On note I; = [zj_1, ;] les sous-intervalles de longueur h; et h = max hj. Sur chaque
<<

sous-intervalle I;, on interpole f|, par un polynéme de degréE n avec des points équirépartis. Le polynome par
J
morceauz est noté I f(x). Si f € C"TY([A, B]), alors, on a

1
EMf) = ) € ‘ (n+1) ‘h”“. 1.57
n (f) zg[lgf%]lf(w) nf(@)] < T DT % fUT (@) (1.57)
Si de plus, les points sont équirépartis, on a
B — A)nt! 1

EMNf) = — 1’ < (7 ’ (n+1) ’ . 1.58

n (f) Ig[lgf%]lf(w) nf(@)] < 2T DT L P (1.58)

DEMONSTRATION. On applique le théoréme a chaque intervalle. O

¢
REMARQUE 1.35. A n fixé, c’est le fait que h tende vers 0 qui assure que 'erreur E"(f) tend vers 0.

EXEMPLE 1.36. On considére A et B définis par
A=0, B=1. (1.59)
et la fonction f définie par
Vo € [A,B], f(r)=sin(232)+1+527% (1.60)
On détermine par la méthode d’interpolation composite, les interpolations de f de degré 1 et 2, par morceaux,
en considérant différentes valeurs de N, nombre de sous-intervalle décrivant 1’ensemble

J ={1,3,5,10,20,50}. (1.61)

Voir les figures[[LT2 et [LT3] Nous reviendrons sur cette méthode lors du chapitre 2] (voir exemple [2:25 page 50)),
ou pour calculer I'intégrale approchée de f, nous remplacerons la fonction f par I'interpolation composite ainsi
définie.

4. Attention, N le nombre de sous-intervalles ou morceaux n’a aucun lien avec n le degré des polynomes !
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(e) N =20.

FIGURE 1.12. Différentes illustrations de I'interpolation composite, avec un degré égal a 1 et
différentes valeurs de V.
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interpolée
O noeuds

interpolée
O noeuds

erp:
noeuds

(e) N =20.

FI1GURE 1.13. Différentes illustrations de I'interpolation composite, avec un degré égal a 2 et
différentes valeurs de V.
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1.6. Splines cubiques et autres courbes d’ajustement
1.6.1. Splines cubiques

On pourra consulter : https://fr.wikipedia.org/wiki/Spline

On considére des points z; d’un intervalle. On approxime une fonction f par un polynéme de degré trois,
sur chacun des intervalles [z, z;41]. Sur chaque intervalle, ce polynéme est connu grace aux deux valeurs de
fen x; et ;41 ce qui n’est pas suffisant. On impose alors la continuité de la dérivée premiére et seconde du
polynome de degré trois de part et d’autre de chaque point ;. Manquent alors deux conditions pour déterminer
complément la spline et plusieurs choix sont possibles.

EXEMPLE 1.37.

o f
spline
25F %/** E
2+ // i
\
/ \
15t / E
/
/ \\
it / \ ]
/ \
/
05} // ,
ob— |,
05 . . . . . | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

FIGURE 1.14. Spline cubique.

Voir ’exemple de la figure [[T4] directement inspirée de I’aide de matlab.
ExXEMPLE 1.38. Voir de nouveau l’exemple de la section [Tl

1.6.2. Autres courbes d’ajustement

On pourra consulter https://fr.wikipedia.org/wiki/Courbe_de_Bézier et https://fr.wikipedia.
org/wiki/Algorithme_de_Casteljau dont sont extraites et adaptées les lignes suivantes. On pourra aussi
consulter [HM13].

De nombreuses courbes permettent de relier des points entre eux. Par exemple, les courbes de Bézier sont
des courbes polynomiales paramétriques décrites pour la premiére fois en 1962 par Pierre Bézier (ingénieur
Arts et Métiers et Supélec a la régie Renault dans les années 1950) qui les utilisait pour concevoir des piéces
d’automobiles. L’algorithme de construction de ces courbes avait été aussi mis au point par Paul de Casteljau
(Ingénieur chez Citroén).

Elles ont de nombreuses applications dans la synthése d’images et le rendu de polices de caractéres. Elles
ont donné naissance & de nombreux autres objets mathématiques. Les courbes de Bézier cubiques, les plus
utilisées, se retrouvent en graphisme et dans de multiples systémes de synthése d’images, tels que PostScript,
Adobe (pdf), Metafont et GIMP, pour dessiner des courbes "lisses" et vectorielles joignant des points ou des
polygones de Bézier. Voir par exemple la ﬁgureﬁ Ces courbes n’utilisent en effet que peu de données,
moins lourdes & stocker que les images des lettres faisant apparaitre la trame du dessin. On comparera les

figures[15(a)| et [L5(b)

5. Merci & Matthieu Cortat, www.nonpareille.net, Musée de "imprimerie, Lyon.
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POl es

) Vieux fichier sans courbes de Bézier (b) Fichier plus récent avec courbes de Bézier

FIGURE 1.15. Grossissement & 6400 % d’un fichier au format pdf de notes de cours.
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FIGURE 1.16. Le "J" cyrillique défini avec des courbes de Bézier.

1.7. Interpolation d’Hermite

Reprenons 'exemple [I5, dans lequel on a supposé que 1 # xo. A o fixé, faisons tendre z; vers zg : les
équations (L37a)) et (L37d) restent vraies, mais (L.370) n’est plus valable puisque z; = 5. Cependant, si on
suppose f dérivable en x(, on sait que

i L&) = f(zo)

xT1—To r1 — X0

= f'(wo), (1.62)

et donc (L37H) et (I.37d) deviennent
flwo, 21] = f'(z0), (1.63)
et
Iy (z) = f(20) + f'(z0)(x — 20), (1.64)

ce qui est I’équation de la tangente a la courbe f au point z. Dans ce cas, les équations (L2 sont réduites a
la seule équation

ITi (z0) = f(z0). (1.65)

Mais, puisque II; correspond a la fonction polynémiale associe la tangente & la courbe en xg, on a

IT} (z0) = f'(wo)- (1.66)
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Ainsi, le cas@ T1 = g peut étre encore traité et la notion de différences divisées est encore valable, définies par
(C37al), (L63) et II; est défini par (LG4) et vérifie (LEH) et (LEG]).

Dans un cas plus général, il est tout a fait possible de considérer des nceuds d’interpolation qui ne soient
pas deux & deux distincts, mais qui peuvent se confondre par des passages a la limite des cas distincts. Dans
ce cas, les équations de la proposition sont toujours valables quand les dénominateurs sont non nuls. Si
les dénominateurs sont nuls, cela signifie des points x; sont confondus ; dans ce cas, en généralisant ce qu’'on a
vu ci-dessous, on considére les dérivées successive de f. De méme, les équations (L2) sont complétées par les
valeurs des dérivées successives de f en certains ;. Plus de détails dans [CB81l| et [BMO03, Exercice 2.8 et TP
2.F].

EXEMPLE 1.39. Dans [BMO03, TP 2.F], on considére le support {0,0,1,1}. Le polynome II5 coincide donc
avec f en 0 et 1 et la dérivée IT§ coincide avec f/ en 0 et 1. Ce polynéme peut étre donc utilisé pour construire
les slines cubiques de la section [[L6.11

11 a été utilisé dans en MNB (département mécanique) dans http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/
MNB/examMNBA14 .pdf et http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/examcorMNBA14 .pdf.

ExempLE 1.40. Reprenons une des questions de [BM03, Exercice 2.8|. Déterminons le polyndéme d’interpolation de f : z — e*
sur le support {1,2,2,2,4,4,5}. Avec les notations précédentes g = 1, z1 = 2 = 3 = 2, 4 = z5 = 4 et xg = 5. Il vient

flzo] = f(zo) = ™0 ~ 2.718
De méme

flz1] = flze] = flza] = 7.389
flza] = flzs] = 54.60
flwe] ~ 148.4

On en déduit par exemple

f(zo) — f(z1)

flzo, 1] = A~ 4.671,
1 — X0
!
flz1, 2] = ! (13':1) =e? ~7.389
et
Flwo, a1, w9] = flev,@o] = flwo, 2] o oo
To — T1
1
flz1,x2, 23] = (1) ~ 3.694

2!

On remplit successivement la table et on obtient les valeurs des différences divisées dans le tableau [[71

On utilisant la diagonale descendante (en gras), on en déduit le polynéme pg d’interpolation sous la forme de Newton :

Me(x) = 2.718 4+ 4.671(x — 1) 4+ 2.718(z — 1)(z — 2) + 0.975(z — 1)(z — 2)?
+0.410(z — 1)(z — 2)3 +0.112(z — 1)(z — 2)3(z — 4) + 0.027(z — 1)(z — 2)3(z — 4)%.

Voir la figure [[LI7 montrant que f, f et f” correspondent bien avec Ilg, I1§ et IIf aux nceuds.

¢

6. Historiquement, la de différence divisée a été mise au point par Newton, et ce, avant la notion de dérivée. Celle-ci serait
née de la considération du cas limite 1 tendant vers xzo par Newton, parallélement aux travaux de Leibniz.
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T flol il Fl2 il Fl 78l rlol
rzo=1] 2.718
4.671
1 =2 | 7.389 2.718
7.389 0.975
o =2 | 7.389 3.694 0.410
7.389 2.206 0.112
xr3 =2 | 7.389 8.108 0.774 0.027
23.60 3.694 0.220
xrg =4 | 54.60 15.49 1.404
54.60 7.908
x5 =4 | 54.60 39.20
93.80
rg =5 | 148.4

TABLE 1.7. Différences divisées correspondant a U'interpolation de la fonction f : x — e® sur
le support {1,2,2,2,4,4,5}

150 T

100 q

50 q

150

100

50

150

100~

50

FIGURE 1.17. Fonctions Ilg, ITj et IIf.

1.8. Approximation au sens des moindres carrés

Une autre fagon d’avoir a utiliser un grand degré de polyndéme, notamment quand les données sont trés
nombreuses consiste a écrire I’égalité (LH]) non pas au sens exact, mais au sens des moindres carrés, c’est-a-dire
que 'on cherche un polynéme p passant le plus prés possible d’'un nuage de points donnés; on minimise la
somme des carrés des écarts entre la valeur du polyndéme en x; et la valeurs y;, c’est-a-dire

n
2
S = Z (p(xi) — i)™
i=0
Ce polynéme est unique. Il coincide avec le polynéme d’interpolation si le degré du polyndme recherché est au
plus égal au nombre de points moins un.

On pourra consulter par exemple |LT93, Chapitre 6], [Bas19a, section 7.2. "Etude d’un exemple concret"]
ou 'annexe[Al Attention, dans cette annexe, il convient de remplacer dans (A.3) et (A.4), b; par y; et Y°7_, a;;z;
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par » i ol ot
n
p(x) = Zozjzj.
7=0

EXEMPLE 1.41.

On considére un nuageﬁ de 200 points. Dans ce cas, le lemme [A 1] s’applique. Pour quelques valeurs de N
décrivant I’ensemble {3,5,7,10,20}, on construit et trace le polynome de degré N interpolant les (z;,y;) au
sens des moindres carrés.

données

FiGURE 1.18. Interpolation au sens des moindres carrés.

Voir figure [LT8

EXEMPLE 1.42. Voir de nouveau ’exemple de la section [[.1l

7. 11 est défini en fait & partir de la fonction f de 'exemple [[36]: on considére 200 points (;); <;<oq 2léatoires dans [A, B].

Pour tout ¢, on pose y; = F(x;) + €; ou € sont des nombres aléatoires dans [—R, R] avec R = 0.50.
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Chapitre 2

Intégration

2.1. Motivation

La chaleur spécifique C, (en J/K/mol) d’un solide monoatomique varie en fonction de la température

absolue T suivant la loi :
_9R [T ezt
TS o (e —1)?
ot R = 8.3140 J/K/mol et x,,, = ©p /T, D étant la température de Debye, qui dépend du solide considéré. On
souhaite tracer I’évolution de cette chaleur spécifique en fonction de la température T pour T € [Tinin, Tmax] :

dx, (2.1)

ou
Thin = 10, (2.2a)
Timax = 500. (2.2b)
Considérons f définie (prolongée par continuité) par
Ve e Ry, f(m)z{o7 @ 4 5%36:07 (2.3)
ﬁ, siz # 0.
On a donc

9R [*m
CU = -3 / f(l‘)d$7
Tm JO

En posant, pour tout 7' non nul, u = ©p /T, on a

Cy = %3%/ f(z)dx.
u® Jo

Il faut donc calculer :
9R [
V1 € [0 /T, O/ Tuia], - Colur) = / F(w)da. (2.4)
0

Déterminons la valeurs de 'intégrale pour plusieurs méthodes : en utilisant les fonctions quadl de matlab, puis
par les méthodes des rectangles, des trapézes, des milieux et de Simpson.

La chaleur spécifique pour T' = 300, dans le cas du cuivre, est donnée donc pour chacune des méthodes
(en prenant 10000 sous-intervalles) par

C, = 23.6355326661,
C, = 23.6321131478,
C, = 23.6355327699,
C, = 23.6355326142,
C, = 23.6355326661.
Tragons maintenant la fonction définie par ([2.4]) en prenant 4000 nombre de points de calcul noté u; et
sur chacun des intervalles [u;, u;+1], 1000 sous-intervalles. On utilise les fonctions quadl et quadv de matlab,

puis par les méthodes des rectangles, des trapézes, des milieux et de Simpson. Voir la figure 211
Les temps de calculs sont donnés dans le tableau 211

35
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Différents calculs de la primitive

25 T T T
quadv
quadl
rectangles
trapézes
— mileux
20 B Simpson
151 B
10 4
5F 4
\\\
ol ! ! .
0 5 10 25 30

FIGURE 2.1. Différents calculs de la fonction définie par ([2.4)).

| quadv | quadl | rectangles | trapézes | milieux | Simpson |
[ 0.09925 | 1.16305 | 2.25175 | 2.61426 | 2.22225 | 4.77633 |

TABLE 2.1. Temps de calcul des différentes méthodes de calcul de la fonction définie par (2Z.4])

2.2. Introduction informelle

Citons quelques pages extraites de [Basl9a, Chapitre "Intégration (théorie)"].

Si on considére un solide évoluant sur un axe rectiligne, dont I’abscisse est notée x(t), nous passons du
déplacement a la vitesse et de la vitesse a ’accélération par dérivation, ce qui graphiquement, correspond &
prendre la tangente a la courbe.

Rappelons que si d est la distance parcourue, pendant un temps ¢, la vitesse moyenne est définie par

V= —. 2.5
: (25)
Cette formule définit aussi la vitesse instantanée & tout instant, si celle-ci est constante.

Si 2(t) est connue, la vitesse moyenne v sur lintervalle de temps [t,t + T, la vitesse moyenne sur cet
intervalle de temps est définie par

v= T , (2.6)
parfois notée sous la forme
Az
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La vitesse instantanée a l'instant ¢ est

o(t) =2/ (t), (2.8)
noté aussi sous une forme analogue a (2.7))
dx
= — 2.9
=2 (29)

et en confondant parfois abusivement Ax et dx, et At et dt, quand dt est « petit ».

On pourra consulter |[Basl8, chapitre 4].

Supposons maintenant la courbe v connue et quelconque. On cherche & déterminer zx.

Plus précisément, on se donne a < b; on se suppose connue z(a), la fonction v sur l'intervalle [a, b] et on
cherche a calculer z(b).

Pour cela, on se donne un entier N et on découpe 'intervalle [a,b] en N intervalle [¢;,¢;11] de la fagon
suivante : on pose

Vie{0,..,N}, t; =hi+a.

On a donc ty = b.
Voir figure

a =+ to tq to t3 t; tit1 b=ty

FIGURE 2.2. L’aire sous la courbe avec des rectangles

Soit 7 dans {0, ..., N — 1} fixé. Nous allons «tricher» et supposer que, dans U'intervalle [¢;, t;11], la vitesse v
varie peu, de fagon a remplacer la vitesse a priori quelconque par la vitesse constante v(t;). Cette approximation
sera d’autant meilleure que h est petit (c’est-a-dire N grand). On a donc, pour tout t € [t;, t;41],

v(t) = v(t;)
La vitesse est constante et d’aprés ([2.3]), on a
Az z(t) —z(t;
v(t) mu(t) = — = 2(t) — =(ti)
At t—t;

et donc
x(t) = (t —t;)v(t;) + x(t;)
En particulier
(tiv1) = (tig1 — ti)v(t:) + x(t;) = ho(t;) + x(t;).
soit encore
x(tiv1) —x(t;) = (tip1 — ti)v(t;) = A, (2.10)
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ou
Notons que A; = hov(t;) représente Paire sous la courbe v(t) ot v(t) & v(t;) entre t; et t;11. C’est l'aire du
rectangle de largeur h et de hauteur v(t;). Voir figure [2.2 page précédente]

On en déduit successivement
z(t1) ~ ho(tr) + x(to) = ho(to) + z(a),
x(t2) = ho(ta) + x(t1) = h(v(to) + v(t1)) + z(a),
x(t3) = h(v(to) + v(t1) + v(t2)) + z(a),

x(tiv1) = ho(t;) + x(t;) = h(v(to) + v(t1) +v(t2) + ... + v(t;)) + z(a),
$(tN) ~ h(’l)(to) + ’U(tl) + ’U(tg) + ...+ ’U(ti) —+ ...+ ’U(tN_l)) + x(a)

Autrement dit

N-1
x(b) — z(a) =~ h(v(ty) + v(t1) + v(te) + ... +v(t;) + ... +v(ty-1)) = h Z v(t;). (2.12)
=0

Cette formule fait apparaitre «l’aire des rectangles», hachurée sur la figure [2.2 page précédente] Quand le

nombre N tend vers l'infini, cette aire tend vers I’aire qui est sous la courbe v entre a et b. Cette aire est notée
f: v(s)ds. On a donc montré que

b
x(b) — x(a) = / v(s)ds. (2.13)

L’équation (ZI2) pourrait constituer une définition de 'intégrale, en passant a la limite. Elle constitue aussi
une approximation de cette aire.

REMARQUE 2.1 (Méthodes des rectangles a pas variable). Dans la méthode des rectangles, on n’est pas
obligé de prendre un pas h constant. On peut découper l'intervalle en sous-intervalle de taille variable et

remplacer (ZI0) et (ZI1) par
x(tiv1) — x(t;) = Aj, (2.14)
ou
A; = (tig1 — ti)v(ts). (2.15)
REMARQUE 2.2 (Méthodes des trapézes a pas variable).
On peut aussi utiliser la méthode des trapézes a pas variable, plus précise que celle des rectangles : (Voir

figure [2.3 page ci-contre) on remplace, sur chaque intervalle [t;,t;41], v(t) par une vitesse v linéaire. De sorte

que laire approchée est remplacée par laire des trapézes. On a donc

.T(tH_l) — x(ti) ~ Ai, (2.16)
A = %(ti-i-l — ti)(v(t:) + v(tit1))- (2.17)
On a enfin
b N-1 1
2(b) — 2(a) = / o(s)ds 3 L (tier — 1) (0(t) + oltinn). (2.18)
a =0

Souvent, cette formule est utilisée pour h constant.

REMARQUE 2.3. Se rappeler que la primitive ainsi informellement définie correspond & ’opération inverse
de la dérivation. On pourra consulter ’annexe [Cl
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v(t)

t

. 7
% %7

a=ty t1 t2 t3 i tirt b=tn

FIGURE 2.3. L’aire sous la courbe avec des trapézes

2.3. Méthodes élémentaires et composites (composées)
2.3.1. Définition et propriétés des méthodes élémentaires

Dans la section 2.2] on a défini une surface approchée sous la courbe en remplagant cette derniére par
une fonction constante sur chaque intervalle (voir remarque 21) ou affine sur chaque intervalle (voir remarque
22). En fait, cela peut se généraliser et se formaliser en utilisant la théorie de Iinterpolation polynémiale du
chapitre [T

Cette section correspond a [BM03, Section 3.2.1].

2.8.1.1. Notations.

Soit f une fonction réguliére sur le fermé borné [a,b] de R; f sera au moins de classe C! et au plus de
classe C*.

Pour n dans N, considérons le support {zo, ...,z } formé de points quelconques et deux & deux distincts
de [a, b]. Soit II,, le polynéme d’interpolation de f associé. D’aprés la proposition [L21] si f est de classe C™*!

sur [a, b], alors
b

/abf(z)dszHn(z)dz+/ B, (z)dw, (2.19)

a

ou E,, est donnée par I'expression ([L43) figurant dans la preuve, soit
E,(x) = f(z) — U, (z) = f[zo, ., Tn, ] wnt1(x), (2.20)

ol wy41 est défini par (L42)).
Nous notons
e [, la valeur approchée de I définie par

I, = /b I, (x)dx ; (2.21)

e &, lerreur d’intégration qui est 'intégration de I’erreur d’interpolation fournie par :

b
&= [ $la0 s o] 0 (@), (2.22)
a
Ainsi, nous avons
b
/ f(z)dx = I, + &,. (2.23)
a
REMARQUE 2.4. L’application = — f [z0, ..., Zn, x| est définie pour tout z, méme égal a 'un des z;, comme déja écrit dans

la preuve de la proposition [[22] Voir |BMO03, exercice 2.8 et TP 2.F|. De plus, cette application est dérivable un certain nombre
de fois, si f l'est aussi.
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¢

REMARQUE 2.5. On peut aussi remarquer que II,, étant aussi défini par (LI9)), on a aussi

b b T
[n:/a Hn(z)da::/a ;)f(%)li(l“),

soit
In=>_ Wif(z:), (2.29)
i=0
ou .
W; = / li(x)dx. (2.25)

¢

Les méthodes élémentaires d’intégration vont simplement s’interpréter comme des cas particuliers selon le
choix du degré n du polynéme d’interpolation.

2.8.1.2. Interpolation par une fonction 11, de degré n = 0.

PROPOSITION 2.6. Dans le cas de degré n = 0, le support d’interpolation est réduit a {xo}. Si f est de
classe Ct sur [a,b], la valeur approchée est :

Iy = (b—a)f(wo),

et Uerreur d’intégration est

b
&o :/ flzo,x] (x — xo) d.

DEMONSTRATION.
(1) Ici Ip = f: Iy (z)dz avec Ilp(x) défini par IIg(z) = f [zo] = f(zo) d’ou le résultat.
(2) Le caractére C! de f garantit la continuité de I’application : = — f [zo,z] et donc I'existence de
b
&o =/ f lzo, 2] w1 (z)de,
a
avec w1 (z) égal a

wi(x) = (z — x0) .

Y erreur d’intégration Y erreur d’intégration
IT
,,,,, 0 Iy
a=xg b =z a To b «x
(a (b)

FIGURE 2.4. Les fonctions f et Ily et l'erreur d’intégration pour la méthode du rectangle, a
gauche, (a) (si g = a) et la méthode du point milieu (b).

En choisissant zy comme extrémité de 'intervalle [a, ], il vient (voir figure 2Z7h)
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COROLLAIRE 2.7 (Méthode du rectangle). Si f est de classe C sur [a,b], alors, pour xo = a, la valeur
approchée vaut

1% = (- a)f(a), (2.26)
Uerreur d’intégration vaut
b— 2
el = %f’(n) avec 1 € |a, b, (2.27)
et, pour xo = b,
% = (b— a)f(b), (2.28)
Uerreur d’intégration vaut
b— 2
Eft = %f’(n) avec 1 € la, bl. (2.29)

DEMONSTRATION. Les deux cas sont similaires; on traite le cas zo = a.
Présentons deux preuves :

(1) L’expression de la valeur approchée I R provient immédiatement de la proposition Voir aussi ’annexe De méme

I’erreur d’intégration s’écrit ici
b
o =/ fla,z] (x — a) da.
a

On remarque que (z — a) garde un signe constant sur [a, b] ; ainsi, d’aprés [BMO03, le corollaire 3.4 (cas 1 : (3.18))] avec
n=0et r=f sur [a,b])
! b b
er =L [ @ytr = 1) [ @ - o),
(1)' a a

avec 1) € |a, b[ et donc
r_ (b—a)?
2

(2) Plus simplement, dans le particulier étudié ici, on peut écrire

£ (). (2.30)

b b
e = [ 1@) - @)z = [ f(@) - f(a)da,
a a
et d’aprés le théoréme des acroissements finis, pour tout = € [a, b], il existe ¢z €]a, z| tel que

f(@) = f(a) + f'(ca)(z — a),

et donc, d’aprés ce qui précéde :
b
& = [ 1o - ayda,
a

et d’aprés le théoréme de la moyenne, puisque f’(cz) est continu par rapport a = et  — a est de signe constant sur [a, b]
(voir |[BMO03, Théoréme A.8 p.327 |), il existe n € ]a, b[ tel que

b
en =) [ (@ aye,

et on conclue comme dans (230]).

¢
En choisissant pour z¢ le milieu de l'intervalle [a, b], il vient (voir figure 2.4b) :

COROLLAIRE 2.8 (Méthode du point milieu). Si f est de classe C? sur [a,b], alors la valeur approchée
vaut

™= (b—a)f (a;b), (2.31)
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et Uerreur d’intégration vaut

(b—a)?®
24

EM = 1" (n) avec n €la,b|. (2.32)

DEMonsTRATION. On applique encore la proposition d’ou expression de IM et

b b
EMZ/ f[n’e,x}(a:—m)cla:awecm:a;r .

Ici, (x — m) change de signe sur [a,b]. On peut montrer (voir [BMO03]) que

b b
EM = / flzo,z1,2] (x —z0) (x —z1) dz = / fm,m, z] (x — m)%dz.
On a alors, puisque, f est de classe C? sur [a, b],

(2) b " b
e = f(2)(!n) / w2 (2)de = fT(n)/ (v —m)*dz, avec £ € Ja,b].

On conclut en calculant explicitement ’intégrale. O

¢

REMARQUE 2.9. Ce phénomeéne de «doublementy du point 2o = (a+b)/2 est trés important ; certes nous
avons interpolé f en un seul point zy mais il «travaille comme deux»... Il convient de remarquer que l'erreur
d’intégration commise a gagné un ordreﬁ : elle passe d’une forme a(b—a)? a B(b— a)?.

2.8.1.8. Interpolation par une fonction 11, de degré n = 1.

PROPOSITION 2.10. Dans le cas de degré n = 1, le support d’interpolation est égal a {xg,x1}. Si f est de
classe C? sur [a,b], la valeur approchée est :

I = / (flo] + flao, 21)(z — o) da,

et Uerreur d’intégration est

b
51:/ flzo, z1, 2] (x — xo) (x — x1) dx.

DEMONSTRATION. On a [; = f: IT; (z)dz ou II; désigne le polyndme d’interpolation de f sur {zo,z1}; d’ou le résultat.
Le caractére C2? de f garantit ’existence dans tous les cas de f [xo,x1,z] puis I'écriture proposée de &1, puisque wa(z) =
(z — x0) (& — x1). O

¢
En choisissant o = a et 21 = b, il vient (voir figure 2.5h)

COROLLAIRE 2.11 (Méthode du trapéze). Si f est de classe C? sur [a,b], alors la valeur approchée vaut

"= (b—a) (M) : (2.33)

et Uerreur d’intégration vaut

(b= a)*
12

ET = — f"(n) avecn €la,bl. (2.34)

1. Voir définition 2.341
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f f
4 erreur d’intégration / - Y erreur d’intégration
H1 H2
a = xp b=x1 =« a=xp fli%(aer) b=22 =x
(a (b)

FIGURE 2.5. Les fonctions f et II,, et Perreur d’intégration pour la méthode du trapéze (a)
(avec n = 1) et la méthode de Simpson (b) (avec n = 2).

DEMONSTRATION. En termes de valeur approchée, I7 = f: ITy (z)dxz ou II; désigne le polynéme d’interpolation de f sur
{a,b}. Ainsi

b b _ #(a —a)?
IT:/ f[a}dx+/ f[a,b](x—a)dxz(b—a)f(a)—f—f(bl))_i( ) (b 5 ) , (2.35)

d’ott le résultat annoncé qu’on aurait pu déduire d’une interprétation géométrique, via ’aire d’un trapéze. Voir aussi I’annexe [D
Pour l'erreur d’intégration,

b
& =/ Flab,2] (x — a) (x — b) da,

on peut montrer (voir [BMO03]|) que

() P
2)! /a(x_a)(x—b)dar, avec 1 € |a, b[.

On conclut en calculant 'intégrale. O

&
2.8.1.4. Interpolation par une fonction 11, de degré n = 2.

PROPOSITION 2.12. Dans le cas de degré n = 2, le support d’interpolation est égal & & {xo,x1,22}. Si f
est de classe C° sur [a,b], la valeur approchée est :

b
12:/ (f L] + f [20,21] (& — 20) + [0, 21, 2] (& — o) (& — 1)) di,

et Uerreur d’intégration est

b
E = / flzo, z1, 22, 2] (x — o) (x — x1) (x — x2) da.
a
DEMONSTRATION. Similaire & celle de la proposition 2101 O

¢
En choisissant 79 = a, 71 = “TH’ et xo = b. (voir figure [Z0b), il vient

COROLLAIRE 2.13 (Méthode de Simpson). Si f est de classe C* sur [a,b], alors la valeur approchée vaut

b— b
IS:(—6a>(f(a)+4f(m)+f(b)) oﬂmza;r , (2.36)
et Uerreur d’intégration vaut
b—a)’
£ = —%ﬂ‘”(n). (2.37)

DEMONSTRATION.
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(1) Etude de la valeur approchée
Notons m = (a+b)/2. On désigne par I° l'intégrale f: II2(z)dz ou Il interpole f sur {a, m,b}. Voir le calcul de ’annexe
[Dl On remarquera que I° est le barycentre de

fla) (B52). o (H05) e s (B4

(2) Etude de Uerreur d’intégration

On a
b
&2 :/ fla,m,b,z] (z —a) (x — m) (z — b) dz.
a
On peut montrer (voir [BMO03]) que

)
@

On conclut en calculant explicitement ’'intégrale.

& (x — a) (x — m)? (z — b) da.

¢

REMARQUE 2.14. Ici encore, il n’y a que trois points dans le support mais ils interviennent «comme quatre»
d’ott la bonne performance numérique de la méthode de Simpson ; cette particularité explique que l’ordreﬁ soit
supérieur a celui que laissait prévoir le nombre de points : la formule de Simpson est exacte pour toute fonction
polynéme de degré trois.

REMARQUE 2.15. Notons d’aprés les formules (Z27), (2:29), (232), (234) et 231) que

e la formule du rectangle est exacte pour des polynémes de degré 0,

e la formule du milieu est exacte pour des polynémes de degré 1;

e la formule du trapéze est exacte pour des polynoémes de degré 1;

e la formule de Simpson est exacte pour des polyndémes de degré 3.
Notons dans le tableau suivant le degré des formules simples d’intégration, c’est-a-dire le degré du plus grand
polynéme intégré exactement par la formule et le nombre de points du support :

méthode | degré | nombre de points

rectangle | 0 1
milieu 1 1
trapéeze 1 2
Simpson | 3 3

REMARQUE 2.16. Remarquons aussi que chacune des formules (226), (2:2]), (Z31), 233) et [236) peut

s’écrire sous la forme
b m
/ fla)de =y Wif(2:), (2.38)
a i=0

ol m est un entier naturel, les x; éléments de [a, b] et les W; des réels. Une telle relation est appelée formule
de quadrature. Voir aussi la remarque et la section 241

Les formules d’intégration élémentaires et les erreurs correspondantes sont résumées dans les tableaux

et
2.8.1.5. Interpolation par une fonction 11, de degré n = 3.

Cette formule n’est pas utilisé en pratique, néanmoins présentés dans ’annexe [El
&

2. Voir définition 2341
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méthode | formule

rectangle (gauche) | (b —a)f(a)

rectangle (droite) | (b—a)f(b)

milieu (b—a)f((a+b)/2)

trapéze 3(b—a)(f(a) + [ (b))

Simpson %(bfa)(f(a)+4f((a+b)/2)+f(b))

TABLE 2.2. Méthodes élémentaires sur [a, b].

méthode | erreur |

rectangle @f’(n)

ey —a 3
milieu %f”(n)
)

—a)s
trapéze _(b=a)? 12) ()

Simpson f(l;ggo)of(‘l (n)

TABLE 2.3. Erreurs des méthodes élémentaires sur [a,b]. Dans ce tableau, n appartient a ]a, b|.

2.8.1.6. Interpolation par une fonction 11, de degré n quelconques équirépartis : formule de
Newton-Cotes.

Voir section 2411
&

2.3.2. Définition et propriétés des méthodes composites (composées) a pas constant.

Cette section correspond a [BMO03, Section 3.2.2].

2.8.2.1. Problématique et principe.

Soit f une fonction réguliére sur [A, BJ.

Nous souhaitons fournir une valeur approchée de ff f(x)dx ainsi que 'expression de l'erreur d’intégration
commise.

Soient N un entier naturel non nul et n un entier naturel.

Découpons [A, B] en sous-intervalles & pas constant i (h € RY ), notés [z;, 2;41]. Ainsi

B-A
ZL'():A, ZL'N:B7 VZG{O,,N*l} $i+1*zi:h d'oun h= T (239)

Par suite pour tout ¢ de {0,..., N}
z; = A+ ih. (2.40)

Sur chaque sous-intervalle [z;,z;11] (pour 0 < 4 < N — 1) considérons la fonction p;, qui interpole f
en des points {z; 0, ..., Tin } & préciser. Effectuons une intégration approchée sur chaque intervalle élémentaire
[€i, xiy1] pour 0 < i< N —1:
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-1

—
Sy
=
&
IS
8
|
s =
gM

/$z+1
-1 Ti4+1 N-1 Ti+1
= (/ pzn )dl‘) + Z / f [zi,()v ey Limn, T
; T

3

2

— ;) | dx

H":]:

I}
=)

Nous en déduisons

(1) la valeur approchée Iy de ff f(x)dz. Elle est la somme de N valeurs approchées élémentaires

N-1

=3 ([ ptwar)

=0

(2) De méme, l'erreur d’intégration globale E est la somme de N valeurs d’erreurs élémentaires E; n
commises sur chacun des intervalles [x;, z;y1] :

N-1 N-1 Tit1 n
En = Z&,N: Z / fl@i05 s @in, 2] H(SC*sz‘,j) dx
i=0 i=0 T j=0

Nous fournissons ci-dessous les résultats relatifs aux quatre formules simples classiques étudiées précédem-
ment ; seule la premiére preuve est détaillée car les autres en sont trés proches.
2.8.2.2. Intégration par la méthode des rectangles.

PROPOSITION 2.17. Soit f de classe C1 sur [A, B]. Avec les notations (Z39) et [Z40), l'intégrale approchée
de f sur [A, B] par la méthode composée des rectangles et erreur d’intégration sont données par :

N—-1
IN=hY f(=), (2.41)
i=0

(B - A)

ER=h 5

f'(n) avecn € [A, B]. (2.42)

REMARQUE 2.18. Dans I’écriture de la valeur approchée, nous avons choisi pour chaque intervalle [z;, 2;11]
d’interpoler sur le support {z;}, c’est-a-dire une formule des rectangles a gauche . Il était possible de prendre
une formule des rectangles a droite ; ceci etit fourni une formule légérement différente

N
I = hZ flx), (2.43)

et la méme expression de l'erreur.

DEMONSTRATION.

(1) La valeur approchée I ]@ a évidemment la forme indiquée vu I’étude menée dans le cas d’intervalles élémentaires et
puisque pour tout ¢ on a z;4+1 — x; = h.

(2) D’apres le corollaire 2X7] appliqué a la fonction f sur chacun des intervalles [z;, z;41], il vient :

N=1 o2
T
Z (i1 =207 Z+1 Z o f'(n:) avec n; €]z, zi41] pour tout i;
=0

Mais comme f est de classe C! sur [A, B], f’ atteint son minimum m et son maximum M sur [A, B]; par conséquent,
on a pour tout z de [A, B]
2 2 2

m < f'(z) <M donc %mg%fl(x)S%M7
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ainsi on peut écrire les N inégalités suivantes

h
5m < —f(mo) < 5 M,

h? hZ , h?
L L <M
5 m s 2f(7lN 1) < 7 M,
qui, ajoutées membre & membre, conduisent a
gR
m < N
= Nh2j2 =
Ainsi, le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction f/, continue sur [A, B], implique qu’il existe n dans
[A, B] tel que
£y
e
c’est-a-dire ) ( )
h B-A
EF =N f () = hom =" (1)

¢

REMARQUE 2.19. Les preuves conduisant a l’expression des erreurs d’intégration relatives aux autres
méthodes étudiées sont similaires et reposent sur le [BM03, Lemme 3.25].

REMARQUE 2.20. Le |[BM03, Lemme 3.25] exprime une idée trés générale en analyse numeérique : si chacune
des erreurs localesE; y est d’ordreﬁ k + lglobale £y est d’ordre k. Cette perte d’'un ordre de précision se
retrouvera plus bas : voir remarque ou pour les équations différentielles (cf. chapitre [).

2.8.2.8. Intégration par la méthode des milieu.

PROPOSITION 2.21. Soit f de classe C? sur [A, B]. Avec les notations (2.39) et [2.40), l'intégrale approchée
de f sur [A, B] par la méthode composée du point milieu et Uerreur d’intégration sont données par :

¥ = hjvilf il
M zi+3 ), (2.44)
=0

EM = h?% " (n), avecn € [A, B]. (2.45)

DEMONSTRATION. Analogue a celle développée en méthode des rectangles. O

¢
2.8.2.4. Intégration par la méthode des trapezes.

PROPOSITION 2.22. Soit f de classe C? sur [A, B]. Avec les notations (Z39) et [Z40), l'intégrale approchée
de f sur [A, B] par la méthode composée des trapézes et Uerreur d’intégration sont données par :

= 2(5A) 4 FB) +R Y F ), (2.40)
= —hQ%f” (n) avecn € [A, B]. (2.47)

DEMONSTRATION. De méme type que les précédentes. On notera seulement que dans ’expression de 117\; les points extrémes
A et B interviennent une seule fois au lieu de deux pour les autres z; (une comme extrémité finale d’intervalle élémentaire, une
comme extrémité initiale). O

3. Voir définition 2341
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&
2.8.2.5.  Intégration par la méthode de Simpson.

PROPOSITION 2.23. Soit f de classe C* sur [A, B]. Avec les notations [239) et [240), I’intégrale approchée
de f sur [A, B] par la méthode composée des rectangles et Uerreur d’intégration sont données par :

N—-1 N—-1
va=%(f(A)+f(B)+2Zf(:ci)+42f(:ci+g)>, (2.48)
i=1 =0

B—-A
Ex = 4#% @ () avecn e [A,B]. (2.49)
DEMONSTRATION. Analogue encore aux précédentes. On remarquera seulement que dans ’expression de I ]‘5\; les points ex-
trémes A et B interviennent une seule fois, les autres points z; deux fois encore et les milieux de chaque intervalle [z;, z;+1] quatre
fois en raison de ’étude sur les intervalles élémentaires.
Le lecteur aura remarqué que pour appliquer la méthode de Simpson, f doit étre connue en 2N + 1 points, espacés d’un pas
h/2 :les N 4+ 1 points x; d’une part et les N milieux des intervalles [z;,x;4+1] d’autre part.
On pourra aussi trouver une preuve alternative de ce résultat dans ’annexe [El O

¢
Les formules d’intégration composites et les erreurs correspondantes sont résumées dans les tableaux 2.4]
et

méthode | formule
N-1
rectangle (gauche) | h Z )
’L;O
rectangle (droite) hz )
AT
milieu h f(zi+h/2)
- i=0 —
trapéze E(f(A) + f(B)) +h Z I (xi)
N e N-1 3

TABLE 2.4. Méthodes composites (composées) sur [A, B]. Dans ce tableau, N € N* h =
(B — A)/N et, pour tout i € {0,..., N}, z; = a + ih.

REMARQUE 2.24. Comme le montre ’exemple I'integration composite n’est rien d’autre que
l'intégration de l'interpolation composite (voir section [I.5 page 27)).

2.3.3. Définition et propriétés des méthodes composites (composées) a pas variable.

Toutes les méthodes composites de la section 232 sont données a pas variables (les points x; de la formule
[239)) sont équirépartis). On peut aussi les donner dans le cas ot les z; sont quelconques. Ces formules ne sont
pas présentées ici.
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méthode | erreur |

rectangle | hZ52 f(n)
milieu R2E=A 17 ()
trapéze | —h? BIQAf”( )
- IB-A4 7(3)
Simpson | —h*Z=2 fW(p)

TABLE 2.5. Erreurs des méthodes composites (composées) sur [A, B]. Dans ce tableau, 7
appartient a [A, B].



50 2. INTEGRATION

2.3.4. Exemples de simulations numériques sur des Méthodes composites (composées)

EXEMPLE 2.25. On considére A, B et f définis dans 'exemple [[36] par (LE9) et (I60). Une primitive de
f est donnée par

/f(x)dx = —1/23 cos (23 x) + = +5/3 2°. (2.50)

On en déduit la valeur exacte de
187

1
I= / fla)dz = - — 1/23 cos (23) ~ 2.733311580594.
0

Reprenons 'exemple[I.36 page 27] Nous calculons quelques approximations de I'intégrale (I61]) selon les quatre
méthodes composées vues dans ce chapitre pour différentes valeurs de IV, nombre de sous-intervalle décrivant

Pensemble défini par (IL6I). Voir les figures 2.6 page suivante] a 2.9 page 541 Rappelons & ce propos que U'inté-
gration composite revient & intégrer l'interpolation composite. Les figures [[L12] sont identiques aux figures 2.7]
et les figures [L13] sont identiques aux figures 2.9

(2.51)

| N | rectangles (gauche) | trapézes

milieux

| Simpson

1 | 1.0000000000 3.0768897979 | 1.3745478253 | 1.9419951495
3 | 2.3754045734 3.0677011727 | 2.2198676318 | 2.5024788121
5 | 2.1476657916 2.5630437512 | 2.8555548218 | 2.7580511316
10 | 2.5016103067 2.7092992865 | 2.7464665631 | 2.7340774709
20 | 2.6240384349 2.7278829248 | 2.7360890934 | 2.7333537039
50 | 2.6909277806 2.7324655765 | 2.7337361466 | 2.7333126233

TABLE 2.6. Différentes valeurs approchées de l'intégrale I donnée par (Z51]), fournies par

différentes méthodes composites et différentes valeurs de NV

Dans le tableau [2.6] sont données les différentes valeurs obtenues en fonctions de N et des méthodes.

|N | rectangles (gauche) | trapézes milieux Simpson

1 |1.73330 3.4357710~' | 1.35876 7.91316107¢
3 | 357907101 3.343901071 | 5.13443107! | 2.30833 10!
5 | 5.85646 10! 1.70268 1071 | 1.22242107' | 2.4739510~2
10 | 2.3170010~1 2.401231072 | 1.3154910~2 | 7.6589010~*
20 | 1.9272107! 5.428651073 | 2.777501073 | 4.2123210~°
50 | 4.23838 102 8.46003 104 | 4.24566 10~ | 1.4266 106

TABLE 2.7. Différentes erreurs correspondant aux différentes approximations de 'intégrale I
donnée par (2.51]), fournies par différentes méthodes composites et différentes valeurs de N

Dans le tableau 2.7] sont données les différentes erreurs correspondantes.

Nous constatons que les erreurs diminuent avec N et que la méthode des rectangle est moins précise
que celles des trapézes et des milieux, du méme ordre de précision, elles-mémes moins précises que celles de
Simpson, comme le prévoient les résultats de la section
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0.4 05 06

(é) N =20. (f) N = 50.

0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 2.6. Différentes illustrations de I’approximation de l'intégrale I donnée par
fournies par la méthode des rectangles (4 gauche) avec N sous-intervalles.
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0.2 03 0.4 05 06 0.7

(é) N =20. (f) N = 50.

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 2.7. Différentes illustrations de I'approximation de Uintégrale I donnée par (251,
fournies par la méthode des trapézes avec N sous-intervalles.
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0.4 05 06 0.7

(é) N =20. (f) N = 50.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 2.8. Différentes illustrations de I’approximation de Uintégrale I donnée par (251,
fournies par la méthode des milieux avec N sous-intervalles.
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0.2 03 0.4 05 06 0.7

(é) N =20. (f) N = 50.

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 2.9. Différentes illustrations de I'approximation de Uintégrale I donnée par (251,
fournies par la méthode de Simpson avec N sous-intervalles.
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EXEMPLE 2.26.

Différents calculs de la primitive

3 T T
exacte
25 i quadv
’ quadl
ol | rectangles
trapézes
15} | mileux
' Simpson
1 L .
0.5 1
ol— . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Différents logarithmes d’erreurs
-6
quadv
-8+ E quadl
rectangles
-10} 1 trapézes
_1ol | m_||eux
Simpson
_14 L .
_16 - .
_18 - o

o . . . . .

F1GURE 2.10. Différents calculs de la primitive de la fonction de I'exemple [2.25]

Reprenons I'exemple [2.:25 page 50} Tracons maintenant la primitive de f sur [A, B] en prenant 4000 points
de calcul noté u; et sur chacun des intervalles [u;, u;41], 1000 sous-intervalles. On utilise les fonctions quadl et
quadv de matlab, puis par les méthodes des rectangles, des trapézes, des milieux et de Simpson. Voir la figure
On y constate que la primitive calculée est visuellement identique pour les six méthodes. Comme prévu,
la méthode la moins précise est celle des rectangles, puis celles des milieux et des trapézes, du méme ordre et
enfin, les plus précises celles de Simpson et celles utilisant les fonctions quadv de quadl de matlab.

| quadv | quadl | rectangles | trapézes | mileux | Simpson |
| 0.07943 [ 0.88835 [ 0.39294 [ 0.47664 | 0.37030 | 0.78300 |

TABLE 2.8. Temps de calcul des différentes méthodes de calcul de la fonction définie dans

Vexemple

Les temps de calculs sont donnés dans le tableau 2.8

EXEMPLE 2.27. Reprenons I'exemple On trace le logarithme de l'erreur entre les approxi-
mations par différentes méthodes (des rectangles, des trapézes, des mileux et de Simpson) en fonction du
logarihme du pas h = (B — A)/N ou N est le nombre de sous-intervalles. D’aprés les résultats du tableau [2.5]
pour chacune des ces quatre méthodes, on a

Bl =C 1@ m)| 7,
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ou C dépend de A et de B. Si on admet que n varie peu en fonction de h et en écrivant abusivement, on a
logyg (| E|) ~ plogyq (h) + D,

ot D ne dépend pas de h. Ainsi, la pente du nuage de points constitué par (logy, (h), (log;o (| E]))) correspond
a la valeur de p.

Logarithme des erreurs en fonction du logarithme de h
10 T T T

Rectangles
Trapézes
Milieux
Simpson

10 :
//
10714 | N*PW‘/ ~
i
L
10_16 1 1 1
10" 107 1077 10™ 10°

FIGURE 2.11. Le nuage de points (logy, (h), (log;, (|E]))) pour f données dans I'exemple [2.27]

|| exposant théorique | pente expérimentale

Rectangles 1 1.0072318
Trapézes 2 2.0120085
Milieux 2 2.0207604
Simpson 4 3.9765418

TABLE 2.9. Pentes théoriques et calculées pour f donnéedans ’exemple [2.2]]

On observe alors pour N variant (de fagon telle que les valeurs des log de N soit équirépartis) de 3 a
10000, en prenant 666 valeurs, la figure 2.11] et les pentes données par le tableau

EXEMPLE 2.28.
Si maintenant, sur le méme intervalle [A, B] que dans exemple [Z27], on considére la fonction f définie par

f@) =V, (2:52)
on obtient alors la figure 212 et les pentes données par le tableau 2.10l

Cela s’explique que f n’est plus dérivable en zéro et que les résultats du tableau ne sont donc plus
valables.
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Logarithme des erreurs en fonction du logarithme de h
10 T T T

Rectangles
Trapézes
o Milieux
10 'k H i H : iy Simpson
107} 4
10°F 4
10'4, v ///v X o
107° i
10°} E
107 b5
10_8 Il Il Il
10 10° 107 10" 10°

FIGURE 2.12. Le nuage de points (log,q (h), (log;o (|E]))) pour f données par (Z52).

|| exposant théorique | pente expérimentale |

Rectangles 1 1.0119003
Trapézes 2 1.4935411
Milieux 2 1.4887678
Simpson 4 1.4999982

TABLE 2.10. Pentes théoriques et calculées pour f donnée par ([252))

EXEMPLE 2.29. On pourra de nouveau consulter ’exemple de la section

2.4. Formules de quadrature

DEFINITION 2.30. Soit n € N. Etant donnés n + 1 points deux & deux distincts dans [a,b], on appelle
formule de quadrature toute formule de la forme

Q) =D _ Wif(z:), (2.53)
i=0
permettant d’approcher
b
I(f) = / F(@)da. (2.54)

Les points (2;),<;<, sont appelés les nceuds ou les points et les coefficients réels (W;),,,, les poids de la
formule de quadrature.



58 2. INTEGRATION

Toutes les formules vues plus haut sont des formules de quadrature. Voir par exemple les formules des
tableaux (méthode de quadrature sur [a,b]) ou [Z4] (méthode de quadrature sur [A, B]) ou ([Z38). Voir la

remarque

DEFINITION 2.31. Une formule de quadrature Q(f) est exacte pour une fonction f si Q(f) = Z(f). Elle
est dite exacte de degré r si elle est exacte pour tout polynéme p de degré r au plus, c’est-a-dire : .

Vp € Py, Q(p) = I(p)ﬂ (255)
ot P, est ’ensemble des polyndémes de degrés au plus p. 7 est le degré d’exactitude de la formule de quadrature.

Attention, dans certains corrigés, sont confondues abusivement les notions de degré et d’ordre, défini plus bas de facon

légerement différente ! Il suffira de préter garde au contexte.

LEMME 2.32. Une formule de quadrature Q(f) de degré d’exactitude r ssi

Vie{0,...r}, Q(zra')=TI(z—2"). (2.56)
Ces éqalités forment un systéme linéaire faisant intervenir la matrice de Vandermonde (voir section [LZ.2.1)).
DEMONSTRATION. Résultats admis. Voir exercices de TD 2.3 et O

¢

Voir de nouveau la remarque

LEMME 2.33. Soit r un entier supérieur a n. La formule de quadrature Q(f) est de degré d’exactitude au
moins r € N ssi les poids (W;)y<;<,, sont donnés par la formule

b
Vi€ {0, ... n}, Wi:/ li(2)da, (2.57)

ot l; sont les polynomes de Lagranges relatifs au support {xo, ..., xn}.

DEMONSTRATION.
e Si la formule de quadrature Q(f) est de degré d’exactitude au moins 7 > n, alors elle est exacte pour I, pour j fixé, le
polynoéme de Lagrange de f sur le support {zo, ..., zn} puisqu’il est de degré n. On a donc

() = Qy),

et donc
b n
/ Li(x)de = Wilj(x:).
@ i=0
On utilise 1’équation (II3) et on obtient donc
b n
/ li(z)dz = Widij,
a i=0
et donc

b
/ lj(x)de = W;.

e Réciproquement, soit P un polyndéme de degré au plus n. Montrons que Z(P) = Q(P). On a successivement

Qp) =D _ WiP(y),

=0

n b

2 (/a li(I)d:B) P(z;),
b/ n

/ (Z;%w)) .

D’aprés ’équation (LI9), on a donc

= /ab I1,,(P)(z)da.

Puisque P est un polyndéme de degré au plus n, on a donc II,,(P) = P, ce qui achéve la preuve.
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¢

DEFINITION 2.34. Soit ¢ € N*. On dit que la formule de quadrature Q(f) est d’ordre ¢ si, pour toute
fonction assez réguliére f, il existe une constante M telle que

1Q(f) —Z(f)l < M(b—a)?. (2.58)

EXEMPLE 2.35. D’aprés le tableau 23] on constate que les méthodes élémentaires du rectangle, du milieu,
du trapéze et de Simpson, sont d’ordre respectifs 2, 3, 3 et 5, si f est respectivement de classe C*, C2, C? et
C*. La notion d’ordre est liée a celle de degré (remarque mais pas toujours a celle du nombre de
point. Par exemple, pour 1 point d’intégration, la méthode du rectangle est de degré 0 et d’ordre 2, tandis que
pour le méme nombre de point la méthode du milieu est de degré 1 et d’ordre 3.

REMARQUE 2.36. On pourra aussi consulter 'annexe [Fl

REMARQUE 2.37. Comme dans la remarque on peut aussi parler d’ordre pour les méthodes
composites, mais, dans ce cas, (2.58) est remplacé par

|Q(f) —Z(f)| < Mh4, (2.59)

ouici h = (B—A)/N. Ainsi, comme annoncé dans la remarqueZ20et comme le montrent les tableaux 2.3 page 45|
et 20 les méthodes élémentaires du rectangle, du milieu, du trapéze et de Simpson, sont d’ordre respectifs 2, 3,
3 et 5, tandis que leurs homologues composites sont d’ordre un de moins. En revanche, les degrés des méthodes
de quadrature élémentaires sont identiques & leurs homologues composées.

ExXEMPLE 2.38. Consulter de nouveau l’exemple qui montre que les ordres des méthodes
composées peuvent se mesurer de fagon graphique.

2.4.1. Formules de Newton-Cotes

En prenant n points quelconque équirépartis, on peut engendrer des formules de quadrature avec la formule
[239), dites de Newton-Cotes. Elles sont toutes de degré au moins n = 1. Si n est pair, elle sont de degré n.
On gagne donc un degré pour les n paires! La méthode du milieu et de Simpson, qui sont des méthodes de
newton-Cotes particuliéres, seront donc a privilégier par rapport a celle des rectangles et des trapézes. En
pratique, la méthode d’ordre plus élevé, celle de Simpson, sera & privilégier. En revanche, si n augmente, les
poids W; deviennent grands et de signes mélangés, ce qui rend ces formules sensibles aux erreurs d’arrondis.

Voir [CM84, p. 37, 38| et annexe &

2.4.2. Formules de Gauss-Legendre

n=0]|x90=0
3 3
P P
n=2|zg=—Y2|21=0 |xpy=%">

TABLE 2.11. Expression des premiers points z; pour la méthode Gauss-Legendre.

Plutot que de chercher des nceuds équirépartis, on considére, pour n € N fixé, n 4 1 points (2;)g<;<,
dans l'intervalle [A, B] et n 4 1 poids (W;)y<,<,- On les détermine de facon a obtenir le degré le plus éleve
possible. On peut montrer que le degré optimal est 2n + 1 et peut étre obtenu en choisissant les points et des
poids de la méthode dite de Gauss-Legendre, qui sont donnés dans les tableaux 211l et Cette méthode est
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n = W0:2
n=1 W():l W1:1
n = Wozg Wl:% WQZ%

TABLE 2.12. Expression des premiers poids W; pour la méthode Gauss-Legendre.

traditionnellement étudiée sur [—1,1]. A partir de cette intervalle, par changement de variable, on se raméne
a tout intervalle. La méthode du milieu est une méthode de Gauss et c’est la seule, parmi les méthodes de
Newton-Cotes a bénéficier de cette double qualification !

Voir aussi les exercices de TD 2.4 et

Cette méthode peut aussi étre utilisée pour des intervalles non bornés et fournit des méthodes trés précises. Voir [CM84, p.

45] et [BMO3, Section 3.3]. &

2.5. Un exercice type a savoir traiter parfaitement
Enoncé
Soit f donnée par

Ve e[0,2], f(x)=sin(x), (2.60a)

et 'intégrale

I— /O F(w)da. (2.60b)

(1) (a) Déterminer I, 'approximation de I par la méthode élémentaire du trapéze.

(b) Déterminer f’ et f”, puis donnez l’expression de l'erreur commise avec la méthode élémentaire du
trapéze et fournissez-en une majoration.

(¢) (i) Calculer la valeur exacte de I.

(ii) En déduire lerreur commise réelle, ¢’est-a-dire }I T—71 } et vérifier qu’elle est inférieure au ma-
jorant de I'erreur donné plus haut.

(2) (a) Déterminer I, 'approximation de I par la méthode composite des trapézes avec N = 3 sous-
intervalles.

(b) Donnez l'expression de l'erreur commise avec la méthode composite des trapézes puis fournissez-en
une majoration.

(c) Déterminer l'erreur réelle erreur commise, c¢’est-a-dire ‘I:,)T -1 | et vérifier qu’elle est inférieure au
majorant de l'erreur donné plus haut.

(3) Déterminer le nombre N de sous-intervalles qu’il faudrait utiliser pour avoir une approximation de I
par la méthode composite des trapézes avec une erreur inférieure a

e=1.10"%. (2.61)
Corrigé

(1) (a) En utilisant le tableau [Z2] on détermine la valeur approchée avec la méthode élémentaire du tra-
péze :
IT =sin (2) (2.62)
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soit

IT = 0.90929742682568. (2.63)
(b) On obtient les dérivées successives de f :

F'(z) = cos () ; (2.64)
f'(x) = —sin(x). (2.64Db)

On majore |sin(z)| par 1. On en déduit

My = max] ‘f@)(z) ) (2.65)

z€[0,2

le maximum de la valeur absolue de la dérivée 2-iéme de f sur U'intervalle d’étude, donné numéri-
quement par

My =1. (2.66)
On note
a=0, b=2. (2.67)
Le tableau fournit I’expression de ’erreur commise avec la méthode élémentaire du trapéze :
b— 3
R ) (2.68)

ol 1 appartient a ]a,b[. On vérifie que f est bien de classe C2. On majore la valeur absolue de
1”(n), par le maximum de la valeur absolue de la dérivée correspondant et la majoration de l’erreur
commise est donc donnée par

3
5 Mo (2.69)

Grace a (Z67) et (2.66), on déduit donc la majoration de lerreur commise suivante :

ET < 0.6666666667. (2.70)

(¢) (i) On obtient
I=1-cos(2), (2.71a)

soit encore
I =1.4161468365471. (2.71b)

(ii) L’erreur réelle commise est égale a
|17 — I| = [1.4161468365471 — 0.9092974268257| = 0.5068494097215

qui est inférieure a celle donnée par (Z.70).

(2) (a) En utilisant le tableau2.4] on détermine la valeur approchée avec la méthode composite des trapézes
avec N = 3 :

I} =1/3sin(2) +2/3 sin (2/3) + 2/3 sin (4/3) (2.72)
soit

IT = 1.36330427856393. (2.73)
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(b) On note maintenant

A=0, B=2. (2.74)
Le tableau fournit I’expression de I’erreur commise avec la méthode composite des trapézes :
B-A
& = —hQTfN(W), (2.75)
ou 7 appartient a [A, B] et
B—-A
h=—"——" 2.
) (2.76)
soit ( )
2)—(0
h =
3 )
et donc
h = 0.6666666666667. (2.77)
On peut donc écrire
B-A
|&5] < WP =5 =M. (2.78)
En utilisant de nouveau (260]), on déduit donc la majoration de l'erreur commise suivante :
& < 74074071072 (2.79)
(¢) L’erreur réelle commise est égale a
I3 — I = [1.4161468365471 — 1.3633042785639| = 5.284256 10>
qui est inférieure a celle donnée par (Z.79).
(3) Pour que
‘53T | <e,
il suffit, d’aprés (Z778) que l'on ait :
B—-A
h? M, <
12 =
soit, d’aprés (2.76]),
B-A\’B-A
— My <e,
N 12
soit encore ;
B-A
( ) M2 S N2,
12¢
et donc
My(B — A)®
N >
- 12¢
Il suffit donc de prendre
My(B — A)®
N = . 2.
12¢ (2.80)
ol pour tout réel X,
[X] est le plus petit entier supérieur ou égal a X.
Numériquement, on a donc en utilisant de nouveau (2.66)),
N = 8165. (2.81)
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REMARQUE 2.39. Avec cette valeur de IV, on a
Edo5 = 1.416146829466465,

et Uerreur réelle
|E8 65 — I| = 7.0806769 1077,

quantité qui est inférieure a ¢ donné par I’équation (2.61]) de I’énoncé.
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Chapitre 3

Equations non-linéaires

3.1. Motivation

On veut calculer le taux de rente moyen ¢ d’un fonds de placement sur plusieurs années. On a investi dans
le fonds v = 500 euros chaque année et on se retrouve aprés 5 ans avec un montant de p = 3000 euros. On sait

que la relation qui lie p, v et 7 et le nombre d’années n est

n

p:v2(1+i)k:vl—;i((lJri)"fl)
k=1

On pose
. 1474 .
(i) =p - v (L) - 1),
Ce probléme est donc ramené a trouver ¢ € R tel que

W(i) =0,

équation non linéaire, dont on n’est pas capable de trouver une solution exacte.

500

(3.1)

-100

=200

=300

400 L L L L L L I I I

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

0.11

FIGURE 3.1. Le graphique de la fonction ¥ sur [0.010,0.100].

On constate graphiquement que ¥ semble posséder une racine, notée «, dans 'intervalle [0.060000, 0.070000].

Les résultats de plusieurs méthodes sont présentés ici :

(1)

La méthode de dichotomie (voir section B3). On définit une suite d’intervalles [ay,by,] dont le

milieu x,, tend vers «. Voir le tableau Bl Pour une précision

e=1.10"12

65

(3.4)
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X

Qn

bn

0.0550000000000

0.0100000000000

0.1000000000000

0.0775000000000

0.0550000000000

0.1000000000000

0.0662500000000

0.0550000000000

0.0775000000000

0.0606250000000

0.0550000000000

0.0662500000000

0.0634375000000

0.0606250000000

0.0662500000000

0.0620312500000

0.0606250000000

0.0634375000000

0.0613281250000

0.0606250000000

0.0620312500000

~N|o|la|s|lw|v| oS

0.0616796875000

0.0613281250000

0.0620312500000

\V]
Nej

0.0614024115447

0.0614024114609

0.0614024116285

w
o

0.0614024115028

0.0614024114609

0.0614024115447

w
—

0.0614024115237

0.0614024115028

0.0614024115447

wW
[\S]

0.0614024115342

0.0614024115237

0.0614024115447

w
w

0.0614024115395

0.0614024115342

0.0614024115447

w
>

0.0614024115368

0.0614024115342

0.0614024115395

w
ot

0.0614024115355

0.0614024115342

0.0614024115368

w
(=]

0.0614024115362

0.0614024115355

0.0614024115368

TABLE 3.1.

on obtient, en 36 itérations,

en lequel

La méthode de point fixe (voir section B.4). On pose

avec

Ty ~ 0.0614024115362,

U(z,) ~ 3.01951107°.

11 est clair que (B3] est équivalent a

On définit une suite x,, par

avec

Vn € N,

zo = 0.0600000000000.

(i) = %2) +i;
K =1.10%
(i) = i.

Tn4+1 = (I)(:C")a

Valeurs des extrémités a,, et b,, des intervalles et des milieux x,,

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Voir le tableau B2 et la figure B2l Pour une précision donnée par ([34) on obtient, en 11 itérations,

en lequel

Ty ~ 0.0614024115364,

®(xy) — 2 ~ 6.14024 1076,
et donc des valeurs proches de (B3] et ([B.6]).
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0.0618

0.0616 -

0.0614 - IS ey

0.0612

0.061

0.0608 -

0.0606 -

0.0604 -

0.0602 -

fonction
itérés du point fixe
*  derniere valeur

0.06 -

0.0598

I I I I
0.06 0.0605 0.061 0.0615

FIGURE 3.2. Le graphique de la fonction ® sur [0.010,0.100] et les premiers termes de la suite
des itérés x,,.

X |
0.0600000000000
0.0612340731200
0.0613824426482
0.0614000461496
0.0614021313956
0.0614023783591
0.0614024076073
0.0614024110712
0.0614024114814
0.0614024115300
0.0614024115358
0.0614024115364

olo|w|lo|als|w|lv|=|o|l 3

—_
o

[
[

TABLE 3.2. Valeurs des itérés du point fixe z,

(3)
La méthode de Newton (voir section [B.5]). On construit une autre suite .
Voir le tableau B3 et la figure Pour une précision donnée par ([B.4]) on obtient, en 4 itérations
(beaucoup moins que précédemment donc),
xn ~ 0.0614024115365, (3.14)
en lequel
U(x,) =~ 5.00222 10712, (3.15)
et donc des valeurs proches de (B3] et (3.4).
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10

fonction
itérés de Newton
4 derniére valeur

-2
0.06 0.0605 0.061 0.0615

FIGURE 3.3. Le graphique de la fonction ¥ sur [0.010,0.100] et les premiers termes de la suite
des itérés x,, de la méthode de Newton.

[n ]z |
0 | 0.0600000000000
0.0614049702763
0.0614024115450
0.0614024115365
0.0614024115365

Blw| |-

TABLE 3.3. Valeurs des itérés de la méthode de Newton x,,
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3.2. Généralités

On se donne une fonction f, une fonction de R dans R dont on cherche un zéro ou une racine, noté r,
c’est-a-dire vérifiant
fry=0. (3.16)
On fera '’hypothése minimale que f est continue, hypothése qui pourra étre renforcée. Nous allons construire,
par différentes méthodes, dites itératives, une suite (x, )nen convergeant vers r.

3.3. Meéthode de bissection ou dichotomie

Cette méthode est la plus simple, aussi bien sur le plan théorique, que sur le plan pratique (mise en ceuvre
informatique). Elle garantit aussi que l'on reste dans l'intervalle de départ.
On a le lemme immédiat suivant, qui est une conséquence directe du théoréme des valeurs intermédiaires.

LEMME 3.1. Soit f continue sur un intervalle [a,b] telle que

fla)f(b) <0. (3.17)

Alors, il existe un zéro de f sur [a,b].

REMARQUE 3.2. Attention, f peut posséder un zéro sur un intervalle sans changer de signe, comme par
exemple f(x) = 22 sur [—1,1]. f peut posséder aussi plusieurs zéro sur [a, b]. Les méthodes itératives fourniront
une suite qui convergera vers l'un des zéros de f. Si f(a)f(b) = 0, alors a ou b est un zéro de f et on s’arréte

la. On remplacera donc souvent en pratique (BIT) par
fla)f(b) < 0. (3.18)
On renvoie & 'annexe [l On en déduit

LEMME 3.3. Soit [ wvérifiant les hypothéses du lemme [l La méthode de dichotomie est convergente.
Autrement dit, la suite (x,,) construite converge vers un des zéros de f.

L’algorithme B] permet de déterminer les premiéres valeurs des suites (ay), (b,) et (z,), en reprenant
les résultat de ’annexe [Hl qui implique que cet algorithme est bien écrit, c’est-a-dire, qu’a chaque étape, a,,
et b, sont constructibles. Cet algorithme sera affiné en pratique, comme dans la fonction http://utbmjb.
chez-alice.fr/Polytech/MNBif/fichiers_matlab/bisection.m.

REMARQUE 3.4. Cet algorithme de dichotomie n’a pas besoin en fait de l'existence d’un zéro de f sur
[a, b]. 1l permet en fait d’en montrer I'existence et donc de montrer le lemme 311!

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.5. Awec l'algorithme de dichotomie, si on cherche la racine r avec une erreur absolue €
(précision recherchée), il faut effectuer n itérations telles que

h—
2 <, (3.19)
27’7,
soit encore n (b /)
n((b—a)/e
> — 7 2
"= In2 ’ (3.20)
soit encore,
In((b—a)/e)
= | —— .21
. { — W) (3.21)
ouﬁ, pour tout réel X,
[X] est le plus petit entier supérieur ou égal ¢ X . (3.22)

1. En anglais, on parle de "plafond" : ceil.


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/fichiers_matlab/bisection.m
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/fichiers_matlab/bisection.m
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Algorithme 3.1 Algorithme de dichotomie dichotomie(a, b, €, f — n, x)

Entrée :
a, b réels tels que a < b.
g, réel strictement positif.
f une fonction continue sur [a, b] telle que f(a)f(b) < 0.
Sortie :
n, entier positif ou nul.
x tel que |a — x| < e oux = a ol « est un zéro de f sur [a,b] (x = x,, aprés n itérations de I’algorithme).

n<—0
tant que b —a > ¢ et f(a)f(b) # 0 faire
n+—n+1
x+— (a+b)/2
si f(a)f(z) > 0 alors
a<+—x
sinon
b+— =z
fin si
fin tant que

DEMONSTRATION. On sait que z,, € [ay,by], pour tout n. A chaque itération, la longueur de l'intervalle
[@n, bn] est divisée par 2. A la n-iéme itération, sa longueur est donc égale & (b — a)/2". D’aprés 'annexe [H]
lintervalle [a,, b,] contient & la fois un zéro de f, noté r et z,,. On a donc

|xn_r|§ 2n )

et si (b—a)/2™ < g, on a par transitivité |x,, —r| < €. On conclue en prenant le logarithme de (8.19) qui fournit

(320) et (321). O
EXEMPLE 3.6. On pourra de nouveau consulter 'exemple de la section [B.1] point

REMARQUE 3.7. Une conséquence rarement écrite du principe de dichotomie est qu’il fournit ’écriture en base de 2 de

(r —a)/(b — a). Voir la section
¢

3.4. Méthode de point fixe
3.4.1. Définition

On peut transformer la recherche d’un zéro de f vérifiant (8:16) en la recherche d'un nombre r vérifiant
g(r)=r, (3.23)

ol g peut étre déterminée en fonction de f. L’équation ([B:23) est appelée équation de point fixe de g.
On associe alors a cette équation, la suite du point fixe définie par

DEFINITION 3.8 (Méthode du point fixe). La suite (x,), oy est définie par la donnée de zo € R et

VYneN, zp41=g(zn). (3.24)

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBif N. Débit & J. Bastien



3.4. METHODE DE POINT FIXE 71

Attention, cette définition ne permet pas a priori de définir x,,, pour tout n. Il faut en effet, que pour
tout n, x,, soit dans le domaine de définition de f, ce qui sera assuré par les conditions de convergence de la

proposition BT page 77

)
y=x

—
Xry fF-------------%
L |- i —

o P y=g(x)

- e o e \ x

To T2 T4 T5T3 L1

FIGURE 3.4. fonction g avec un point fixe et les premiers itérés de la suite définie par x,11 =
g(zy) (dans le cas ou la fonction g est décroissante, on parle du "colimagon").
Graphiquement, on peut lire les valeurs de x,, comme le montrent les figures 3.4] et
REMARQUE 3.9. Si la suite x,, tend vers [ et si g est continue en [, alors nécessairement [ vérifie [ = g(l).

3.4.2. Convergence

Tous les choix de g ne ménent pas nécessairement & une convergence. Voir I'exercice de TD B5lou 'exemple
B.I0 qui sera justifié en TD (voir exercice B.2).

ExXEMPLE 3.10. On considére le polynéme P donné par
P(x) =2% -3 -2z,

dont les racines sont {3, —1}. On transforme 1’équation P(z) = 0 en une équation de point fixe de trois fagons
différentes. Elle est équivalente a g;(x) = x, pour 7 € {1,2,3} avec

gi(x) = vV2x +3,
g2(0) =3 (z—2)7",
g3(z) =1/22% - 3/2.
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Tdg
e
L2 @ - |
L1@-------------- 1 |
y=g(x) | o
. o o x
Zo I T2 T3

FIGURE 3.5. fonction g avec un point fixe et les premiers itérés de la suite définie par z,411 =
g(x,) (dans le cas ou la fonction g est croissante, on parle de 1'"escalier").

Les comportements de convergence dépendent du choix de g; comme le montre le tableau [3.4]

Les deux premiers choix présente une convergence vers 'une des racines de P, tandis que le dernier choix
correspond a une divergence.
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n | ¢ 92 g3

0 |4 4 1.

1 | 3.3166247903554 | 1.5000000000000 | 6.500000000000

2 | 3.1037476670488 | —6 1.962499999999 10"
3 | 3.0343854953017 | —0.3750000000000 | 1.910703125000 102
4 | 3.0114400194265 | —1.2631578947368 | 1.825243215942 10
5 | 3.0038109192012 | —0.9193548387097 | 1.665756383672 10°
6 | 3.0012700375978 | —1.0276243093923 | 1.387372164872 1010
7 | 3.0004233159999 | —0.9908759124088 | 9.624007619305 105"
8 | 3.0001411020150 | —1.0030506406345 | 4.631076132821 1053
9 | 3.0000470336363 | —0.9980841527834 | 1.072343307399 10127
10 | 3.0000156778378 | —1.0003387304383 | 5.749600844623 10253
11 | 3.0000052259414 | —0.9998871026012 | +oo

12 | 3.0000017419800 | —1.0000376338825 | +oo

13 | 3.0000005806599 | —0.9999874555299 | +o0

14 | 3.0000001935533 | —1.0000041815075 | +oo

15 | 3.0000000645178 | —0.9999986061661 | +oo

16 | 3.0000000215059 | —1.0000004646115 | +oo

17 | 3.0000000071686 | —0.9999998451295 | +oo

18 | 3.0000000023895 | —1.0000000516235 | +o0

19 | 3.0000000007965 | —0.9999999827922 | +oo

20 | 3.0000000002655 | —1.0000000057359 | +o0

21 | 3.0000000000885 | —0.9999999980880 | +oo

22 | 3.0000000000295 | —1.0000000006373 | +o0

23 | 3.0000000000098 | —0.9999999997876 | +oo

24 | 3.0000000000033 | —1.0000000000708 | +oo

TABLE 3.4. Valeurs des itérés du point fixe z,, pour plusieurs choix de g;

73
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Rappelons que r est le point fixe, solution de ([B:23]). On suppose que g est définie sur un intervalle du type
[r — €0, + €0]. La valeur de |g’(r)| est trés importante pour la convergence de la méthode du point fixe. Si
lg’(r)] > 1, la convergence du point fixe est impossible, sauf si zo = r (auquel cas, la suite est constante et vaut
xg). Voir propositions B.ITl et Au contraire, la condition |¢’(r)| < 1 ne suffit pas a assurer la convergence
du point fixe. Mais associée & une autre condition, cette condition implique a la fois la convergence de la
méthode du point fixe et I'existence et I'unicité de ce point fixe. Voir proposition 319 Dans le cas |¢'(r)] = 1,
on ne peut conclure (voir remarque [3:22]).

PROPOSITION 3.11 (condition suffisante de divergence de la méthode du point fixe). Supposons que g soit
dérivable en r, qu’

il existe une infinité d’indices n tels que x, # r, (3.25a)
et que

lg'(r)] > 1. (3.25Db)
Alors, il existe un intervalle du type I = [r —eo, 7+ €0], tel que, pour tout xy dans I\ {r}, la méthode du point
fize (définition[T8) ne converge pas.

DEMONSTRATION. Supposons que (3.25D)) ait lieu. Raisonnons par I’absurde : il existe un intervalle du type I = [r—eq, T +¢0],
tel qu’il existe zg dans I'\ {r} tel que la méthode du point fixe (définition B.8) converge. On a donc

Ve>0, 3NEN*, Vn>N, |on—r|<e. (3.26)
Par ailleurs, la définition de la dérivée de g’ (r) fournit
Ve>0, >0, Veel-nrin\ () |LD2I0 g6 <o, (3.27)
ce qui s’écrit aussi
Ve>0, In>0, Vzel[r—mnr+n\{r}, ¢@r)—e< 9(@) = 9(r) <dg'(r)+e (3.28)
x—r
Supposons sans perte de généralité que ¢g’(r) > 1. Dans (328)), on choisit € = (¢'(r) — 1)/2 > 0 de telle sorte que
1 1
ay=g'(r)—e—1= 5 29 —gr)+1-2) = 5 (g'(r)—1) >0
On a donc
9(z) — g(r)

Ino >0, Vzelr—mo,r+ml\{r}, ld+ao<=—"—"-,
T—Tr
ce qui implique, d’aprés ([3.23)),
dno >0, Vzelr—mno,r+mno]\{r}, (L+ao)le—r|<lglx)—r1|,
ce qui est aussi vrai pour x =1 :
dno >0, Vz€[r—mno,7m+mn0], (1+ao)lz—r|<lglx)—r|, (3.29)
On choisit dans [B28)), € = no, de sorte que
INo € N*, VYn > Ny, xn €[r—mno,7+n0], (3.30)
ce qui implique donc d’aprés ([329) appliqué a = = z, :
anNov (1+Q’0)|$n—7’|§ Ixn+1_7"7
dont on déduit
(1+ ao) |xNo - r| < {xNo'H - T{ )
puis
(1+a0)? lzng = 7| < Jeng+2 =7,
et par récurrence
Vp >0, (1+a)? |eny —7| < |oNg4p —7]- (3.31)
D’aprés I'hypothése ([3.25al), il existe au moins un indice No tel que zy, — r # 0. Puisque 1 + ag > 1, limp s 4 o0 |@p — 7| = +00
et donc d’aprés (Z31), pour p assez grand, v, 1p n’est plus dans [r —no, r +no], ce qui contredit (Z30). Cela qui contredit notre
hypothése de départ, qui est la convergence de la suite. Donc la suite diverge. O

2. et si d’autres conditions précisées plus bas sont vérifiées.
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¢

Pour le second résultat, on renforce les hypothéses.

PROPOSITION 3.12 (condition suffisante de divergence de la méthode du point fixe). Supposons qu’il existe
un intervalle I = [a,b] de R tel que r € I et sur lequel g vérifie les trois hypothéses suivantes :

g est définie sur I, (3.32a)
pour tout x & I, si g(x) est défini, il n’appartient pas a I, (3.32b)
il existe un réel k > 1 tel que Vo € I, |g'(z)| > k. (3.32¢)

Alors, pour tout xo dans I\ {r}, la méthode du point fize ne converge pas.

REMARQUE 3.13. Remarquons que ([B32h) est équivalent a
g(R\I)CR\I. (3.33)
¢
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION L’égalité des accroissements finis implique
veel, Jze[nz], gx)—g(r)=4¢E)(z—-r7)
et en particulier, pour = = x, :
VneN, (zn€l= 3z, €[r,zn], Tnt1—r =g (2a)(z—71)),

et I'inégalité ([332d) implique donc
VneN, (zn€l=|znt1—71|>kl|lz—71]),

ce qui implique, comme dans la preuve de la proposition B.11] que

VneN, (zn€l=|zn—r|>k"|z0—r7]). (3.34)
Puisque g # 0 et k > 1, on a donc
. n o
nHTook |zg — 7| = 4o0. (3.35)

On sait que o appartient & I. On considére donc le plus grand entier p € N tel que xp € I. Pour cela, on considére I’ensemble des
entiers n tel que z,, € I. Il est non vide et majoré d’aprés ([B35)). p est donc son plus grand élément. Ainsi, on a

vn €{0,...,p}, zn €I (3.36)

et

Tpr1 € 1. (3.37)
Puisque z € I, 'hypothése (832a)) implique que zp11 est bien défini. Ensuite, de deux choses 1'une : ou bien g(zp41) est défini, et
dans ce cas, 'hypothése (3:32R) implique que xp42 = g(zp+1) n'est pas dans I; ou bien g(zp11) n’est pas défini (c’est-a-dire que
Zp+1 N'est pas dans le domaine de définition de g) et la convergence n’a pas lieu puisque la suite n’est pas définie ! On recommence :
ou bien g(zp+2) est défini, et dans ce cas, 'hypothése ([3.32D) implique que zpt+3 = g(zp+2) n'est pas dans I; ou bien g(zp+2)
n’est pas défini et la convergence n’a pas lieu puisque la suite n’est pas définie! On montre ensuite par récurrence sur n > p + 1
que, tant que xy, est défini, il n’est pas dans I. Si la suite n’est plus définie & partir d’un rang, elle ne converge pas. Sinon, la suite
(zn) ne peut converger vers r € I. Dans ce cas, en effet, il existerait un N assez grand, a partir duquel x, appartiendrait & I. 0O

¢

REMARQUE 3.14. La proposition [B.11] n’est guére utilisable en 1’état, car nous n’avons a priori, aucun
renseignement sur le comportement de la suite (z,). En pratique, on lui préfére donc la proposition Si
les hypothéses de cette proposition sont vérifiées, on a donc montré la divergence de la méthode du point fixe.
Sinon, il faut étudier & la main la divergence de la suite.

REMARQUE 3.15. Classiquement, les réels x tel que |¢'(z)| < 1 sont appelés attractifs, puisque la suite
converge, d’aprés la proposition .19 et les points x tels que |g’(z)] > 1 sont appelés répulsifs, puisque la suite
diverge, d’aprés les propositions B.11] et 312
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REMARQUE 3.16. Trés souvent, seules les hypothéses (3.25h]) ou ([B.32d)), sont citées dans la littérature et @ tort, les gens
pensent que cela suffit & montrer la divergence de la suite (zn) comme par exemple dans https://www.univers-ti-nspire.fr/
files/pdf/14-th_point_fixe-TNS21.pdf.

Dans ce genre de preuve, 'auteur montre comme on fait ici, que si o # r, alors on a ([3.34) et en déduit, que si z, est
toujours défini, =, tend vers l'infini et donc la suite diverge. Le probléme de cette preuve est que cette estimation (3:34) n’est
justement valable que si x, est assez proche de r. Ainsi, si z,, s’écarte trop de r, il se peut que [B34)) soit fausse et que T,+ se
rapproche de nouveau de r ou lui soit égal, auquel cas la suite converge de nouveau !

Par exemple, on considére g définie par

g(2) =1 - a(z — (@ - 2),
de point fixe 1 car g(1) = 1. De plus, ¢’(1) = a qu'il suffit de choisir strictement plus grand que 1. On peut montrer qu’il existe
un choix judicieux de zg tel qu’il existe un p tel que x, = 2, loin de 1. On a alors xp4+1 = g(zp) = g(2) = 1 et donc la suite est
stationnaire a partir de ce p est donc convergente.

¢
EXEMPLE 3.17. Prenons a > 1 et
g(z) = az, (3.38)
dont le seul point fixe est 2z = 0. La proposition BI2 s’applique en prenant par exemple [ = [—1,1]. Si & I,

|z| > 1 et |g(z)] = alz| > 1 et donc g(x) est défini et n’appartient donc pas & I. L’hypothese (8.32D) est donc
vraie. On a aussi, pour tout z, ¢’(z) = « et [B32d) est vraie. De plus, on peut aussi directement déterminer
x, donné explicitement par x, = a™xg, qui tend bien vers +oo selon le signe de xq, choisi non nul.

0.7
0.6
051
04
0.3
0.2
0.1

fonction

itérés du point fixe

*  derniére valeur
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

FIGURE 3.6. Les premiers itérés de la méthode du point fixe pour f définie par (3.35)).

Voir la figure ol on a choisit & = 1.05 et g = 0.09.

Voir 'annexe [Q] pour plus de détails sur un exemple illustrant les propositions [B.11] et [3.12]
Donnons la définition suivante :

DEFINITION 3.18 (Intervalle g-stable). Si g est une fonction définie au moins sur un intervalle I de R, on
dit que T est g-stable ssi g(I) C I, ce qui est aussi équivalent & pour tout « dans I, g(x) appartient a I.

Donnons alors le résultat trés important suivant :
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PROPOSITION 3.19 (condition suffisante de convergence de la méthode du point fixe). Supposons qu’il
existe un intervalle I = [a,b] de R sur lequel g vérifie les deuzx hypothéses suivantes :

g est définie sur I et I est g-stable; (3.39a)
g est de classe C' et il existe un réel k de [0,1] tel que Vz € I, |g'(z)| < k. (3.39b)
Alors, on a les deux résultats suivants :
(1) g admet un point fize unique r dans I = [a,b] ;

(2) pour tout xo de I, la suite (x,) est définie et converge vers r.

DEMONSTRATION. Voir [BM03, LestThéorémes 4.6, 4.8 et 4.12].
Reprenons-en ici la preuve, trés légérement différemment.
e On vérifie tout d’abord que I'hypothése de stabilité de la définition permet que de montrer que,
pour si xg appartient & I, pour tout n, x, est dans I. En effet, 2 est dans I, donc x1 = g(xg) est dans
I, et, par récurrence, pour tout n, x,, est dans I.
e Remarquons aussi que 'hypthése (3.390) implique l’inégalitéﬁ

il existe un réel k de [0, 1] tel que Va,y € I, |g(z) — g(y)| < k|lx — y|. (3.40)

Cela provient de I'inégalité des accroissements finis, par exemple.

e Posons I = [a,b] et f(x) = g(x)—a. Puisque I est g-stable, on a g(a) € [a,b] et donc f(a) = g(a)—a >0
et f(b) = g(b) — b < 0. Puisque g et f sont continues, le théoréme des valeurs intermédiaires implique
que g admet au moins un point fixe.

e On déduit ensuite de (340), I'unicité du point fixe. Supposons en effet qu’il en existe deux, distincts,
notés « et 5. On aurait donc

la =Bl = lg(a) —g(B)] < ko —f],

par division par | — (| # 0, on aurait
1<k,

ce qui est absurde car on a supposé k < 1.
e Notons donc r I'unique point fixe de g. Appliquons maintenant (340) & * = r et y = x,,. On a donc,

pour tout n € N*

|z — 7| = lg(@n-1) = g(r)] < kl|zn-1 —7l,
ce qui implique de méme :
|2y — 7] <K% |20 — 1|,
et par un récurrence immédiate (comme dans la preuve de la proposition B.1TI)
VneN, |z, —r| <k"|zo—r1|,

et a fortiori
VneN, |z,—7r|<k"(b—a).
Puisque k € [0, 1], on a
lim k™ =0,

n—-+oo
et donc

lim =z, =r.
n—-+o0o

De cette démonstration, on déduit immédiatement la proposition suivante :

3. Qui pourrait se substituer a (3.390).
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PROPOSITION 3.20 (Majoration de l'erreur pour la méthode du point fixe). Sous les hypothéses de la
proposition [T19, on a
YneN, |z,—r <k"(b—a). (3.41)

On en déduit alors la proposition suivante, identique & la proposition

PROPOSITION 3.21. Avec la méthode du point fixe, si on cherche le point fixe v avec une erreur absolue &
(précision recherchée), il faut effectuer n itérations telles que

k" (b—a) <e, (3.42)

soit encore

In((b—a)/e)

n>_2\W0Ta/E) 3.43
> 7 (3.43)
soit encore,
In ((b —a)/e)

n=|-———= 3.44
{ Ink ’ ( )

ou [.] est défini par (3.22)).
DEMoONSTRATION. 1l suffit de remplacer, dans la preuve de la proposition B35, 1/2 par k. O

¢

REMARQUE 3.22. Pour le cas limite, |¢/(r)| = 1, on peut avoir convergence ou non, comme le montre par
exemple [BM03, Exercice 4.8]. Si on prend g(x) = x — 2% pour laquelle ¢’(0) = 1, la suite des itérés converge
pour tout zo € [—1,1]. En revanche, si g(x) = z + 2 pour laquelle ¢’(0) = 1, alors il n’y a jamais convergence
sauf si g = 0.

On pourra aussi consulter 'exemple de la question [l du corrigé de 1’exercice de TD B2l qui met aussi en
évidence une convergence trés lente dans le cas ou |¢'(r)| = 1.

REMARQUE 3.23. Dans certains cas, les hypothéses de la propositions [3.19 ne sont pas assurées et cepen-
dant, la méthode du point fixe est convergente. Voir [BM03, Exercice 4.11 p. 149].

REMARQUE 3.24. On pourra consulter, pour plus de détails, 'annexe[N] en particulier la majoration (N.6]).
On fera attention aux notations différentes de cette annexe!

EXEMPLE 3.25. On recherche les zéros de f(x) = e® — 422 par la méthode de point fixe avec fonctions
d’itération suivantes

1
gl(‘r) = §€I/2’
1
92($) = _561/2’

g3(z) = 21n(2z).
Voir les figures 3.7 & montrant la convergence ou la divergence.
EXEMPLE 3.26. On pourra de nouveau consulter 'exemple de la section Bl point
ExXEMPLE 3.27. On pourra consulter 'annexe

EXEMPLE 3.28. On pourra consulter I’annexe oil sont présentés des résultats de convergence
de suite vers 7, fondés sur une approche géométrique, dont la célébre méthode d’Archimeéde.

REMARQUE 3.29. On pourra aussi consulter ’annexe pour des résultat de convergence un peu plus généraux.

¢
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12+ 12+

fonction
itérés du point fixe
*  demiere valeur

10

fonction
itérés du point fixe
*  derniére valeur

2 I I I I T T 1 , 2 I I I I I I I ,
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 -2 -1 ] 1 2 3 4 5 6
(a) zo = —1.20 (b) o = 3.80

12
101
8 fonction

itérés du point fixe
*  derniére valeur

(¢) zo =4.80

FIGURE 3.7. Itérés du point fixe pour g;.

fonction fonction
itérés du point fixe itérés du point fixe
*  derniere valeur *  derniere valeur

(a) zo = —2.50 (b) zo = 3.50

FIGURE 3.8. Itérés du point fixe pour gs.
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fonction
itérés du point fixe
#  derniére valeur

fonction
itérés du point fixe
*  derniére valeur

2 L L L L L L L ] 2 L L L L L L L )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

(a) zo=1 (b) zo = 7.50

FIGURE 3.9. Itérés du point fixe pour gs.

3.4.3. Convergence avec un ordre plus élevé

On remarque dans l'inégalité (B:41]) que plus k est proche de 0, plus vite lerreur diminue et plus rapide
la convergence est. Que se passe-t-il si ¢’(r) = 07 Les majorations d’erreur en 1/2™ de la proposition ou
en k" de la proposition sont lentes (dites linéaires) et on va s’intéresser & des méthodes convergent plus
rapidement. Notons néanmoins I'important avantage des méthodes de dichotomie et de point fixe, qui est qu’on
est certain que chaque =z, reste dans 'intervalle de départ, ce qui ne sera pas nécessairement vrai pour des
méthodes plus efficaces. Idéalement, on utilise les méthodes de dichotomie ou de point fixe pour s’approcher
assez de la racine supposée. Ensuite, on utilise une méthode plus efficace. On traduit la notion d’efficacité par
I'ordre, notion qui fait penser a celle des ordres des méthodes d’intégration !

DEFINITION 3.30. Soit p € N*. Nous dirons quune méthode de point fixe ([8:24)) est d’ordre au moins p si,
Perreur e,, =z, — vériﬁeE :

ICeR,, VneN, ||e:+|;| < C. (3.46)
Elle est dite exactement d’ordre p si
TR IEC LY (3.47)

n—+oo |en|p

REMARQUE 3.31. La notion d’ordre est une notion, dite locale, qui n’assure pas la convergence globale de
la suite x,, vers r, sur un intervalle donné a ’avance. Il faut supposer que xg est assez proche de r pour que la
convergence ait lieu, avec la définition de l'ordre (3.46). Voir les annexes [0l et [Pl ou [Sch01).

Donnons le résutat suivant (issu et adapté de [BM03, Annexe D]) :

LeMmME 3.32. Si une méthode de point fize est au moins d’ordre p € N* (au sens de la définition [F-30), alors
e sip=1,ona

Yn >0, len| <|eo|C™, (3.48)

4. On pourra remplacer ceci par I'inégalité un peu moins exigeante :

3JCeRy, INEN, VYn>N, ||e”+‘;| <cC. (3.45)
€n
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e sip> 1, alors en définissant les nombres v et 6 par

_1
¥ = C(I*P)7 (3493)
(41)
6 = leg|C\P=1/, (3.49b)
on a
VR >0, |en]| <~8®"). (3.50)

DEMONSTRATION DU LEMME [3.32] La preuve sera faite dans la correction de ’exercice de TD ou dans l’an-

0
Donnons un résultat proche de la proposition B.27] :

ProrosiTion 3.33 (Majoration de I’erreur pour une méthode d’ordre p.). Si une méthode de point fixe est au moins d’ordre
pEeN* et:
e sip=letsiC<1
e sip>1 etsileg| est assez petit de telle sorte que pour que

eolc (1) < 1, (3.51)

la suite xyn tend vers r. Sous ces hypothéses, si on cherche le point fize r avec une erreur absolue € (précision recherchée), il faut
effectuer n itérations avec n défini par que

e sip=1
In (Jeo|/ 5)-‘
n=|-2eole) 3.52
" InC ( )
o sip>1
1 In £
n=|—In|—2]], (3.53)
Inp Iné
avec vy et § définis par (349).
On rappelle que [.] est défini par (3:22]).
DEMONSTRATION. La preuve sera faite dans la correction de I’exercice de TD ou dans ’annexe O

¢

PROPOSITION 3.34. Si g est de classe C1 sur un intervalle du type [r — e,7 + €], avec € assez petit, si xg
appartient o [r —e,r +¢€|, si g(r) =1 et si
lg'(r)] <1, (3.54)
alors la méthode de point fixe est au moins linéaire, c’est-a-dire que la définition [3.30 est vérifiée pour p = 1.
Si, de plus,
g'(r) #0, (3.55)
alors la méthode de point fize est exactement linéaire.
REMARQUE 3.35. La convergence globale sera aussi assurée, si par exemple, les hypothéses de la proposition

B.19] sont satisfaites.

Rappelons la formule de Taylor-Lagrange (voir par exemple m, Section : "1.4. Développements limités"| ou Im,
Annexe Al), qui sera utilisée un certain nombre de fois :

THEOREME 3.36 (Formule de Taylor-Lagrange). Soient a,b € R avec a < b et f une fonction de R dans R. Si f est de classe
CP sur [a,b] et admet une dérivée d’ordre p+ 1 en tout point de la,b|, alors il existe & €]a, b tel que

f) = Xp: 1) (b—a) + m(b —a)Ptt (3.56)

=k (p+1)!

¢

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [3.34]
Donnons deux preuves légérement différentes :
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(1) Notons
I=[r—er+¢ (3.57)
Montrons qu’il existe € > 0 assez petit tel que
VneN, xz,€l. (3.58)
et que [B.40) et B.47) ont lieu pour p = 1. D’aprés [3.54]) et puisque ¢’ est continue au voisinage de 7,
il existe € > 0 assez petit tel que

C= mél;(|g’(:c)| <L (3.59)

Démontrons [346) (pour p = 1) et (B58) par récurrence sur n. Pour n = 0, (358) est vraie par
hypothése. Supposons maintenant ([8.58) vraie pour un n > 0. Appliquons la formule (356) a g avec
a=r,b=ux, et p=0, ce qui n’est autre que I'égalité des accroissements finis : il existe £, tel que

&n €]ryzn| (3.60)
tel que
olen) = 90) + L 0 = 1" = 60) /€ ),
et donc
Tnt1 —1 = g(wn) — g(r) = ' (&) (xn — 1), (3.61)
soit, si &, # 7 :
T =g (). (3.62)

D’aprés ([B.58) appliqué & n (hypothése de récurrence) et (8.60), &, appartient a I. Ainsi, d’apres (3.59),
on en déduit d’une part que (B46) est vraie. Cela implique aussi

lenti| < Clenl. (3.63)

D’aprés ([B.58) appliqué a n, on a |e,| < 1 et d’aprés (359), on a donc |ent1] < 1 et [B5T) est vraie
pour n+ 1. D’autre part d’aprés B.63), (3.40) est vérifiée avec p = 1 en prenant la constante C' définie
par ([B.59). La méthode est donc au moins linéaire. De plus, d’aprés (B.58) et B.60) &, tend vers r et,
puisque ¢’ est continue, g’(&,) tend vers ¢’(r) et donc

. €n+1 o
Qi = =g'(r).

et donc la méthode est exactement linéaire d’aprés (3.47)) et (353).

(2) La seconde est identique & la premiére, sauf que comme dans [BM03, Théoréme 4.12], on remarque que
BE9) et l'inégalité des accroissements finis implique, que pour tout z,y dans [r —e,r 4+ ], on a

lg(z) —g(y)| < Claz —yl,
et en particulier, pour y = r, on a donc
lg(z) —=r| < Clo —r| < |z =],

dont on déduit que [r — e, + €] est g-stable. Ainsi, pour tout g de [r — &,r + €], les x,, appartiennent
a [r —e,r + ¢]. On finit comme précédemment en utilisant directement ([B.62)) qui implique lordre 1.

O

REMARQUE 3.37. Dans ce cas, la suite x,, converge pour tout xo dans [r —e,r + ¢] et la proposition B.33]
s’applique (dans le cas p = 1).

En général, une méthode de point fixe est donc linéaire ..., sauf si son ordre est supérieur a 2, comme le
montre la suite.
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PROPOSITION 3.38. Si g est de classe C? sur un intervalle du type [r — e,7 + €|, avec £ assez petit, si xg
appartient o [r —e,r +¢€|, si g(r) =1 et si
g'(r)=0. (3.64)
alors la méthode de point fize est au moins quadratique, c’est-a-dire que la définition est vérifiée pour
p=2. 5, de plus,
9" (r) #0, (3.65)

alors la méthode de point fize est exactement quadratique.
DEMONSTRATION. Comme dans la proposition 3.34] donnons deux preuves légérement différentes :

(1) La preuve est proche de la proposition B34 sauf que l'on applique la formule (Z56) a g avec a = 7,
b = x, et cette fois-ci p =1 : il existe &, vérifiant ([F.60) tel que

9(a) = 9() + () — 1) + 59" (€0) (e — )" (3.66)
ce qui donne
Eit =7 = g(en) — 9(r) = ¢ (1) — ) + 30" (E) e Y (3.67)
soit, selon (B.64)
Tt = 7= 59" (6)(wn — 1), (3.65)
soit, si x, F# r:
n 1 1/
eegl = 59"(6n). (3.69)

Ensuite, le raisonnement est proche de la proposition [3.34] Dans toute cette preuve, on pose doré-
navant
p=2. (3.70)
Notons I défini par B.51). Montrons qu’il existe € > 0 assez petit tel que ([B58)) soit vérifiée et que
B40) et (B47) aient lieu. On pose, pour un £g > 0 donné
C= % max |g¢"(z)]. (3.71)

zE€[r—eo,r+eo)

Choisissons ensuite € € [0, o] assez petit pour que
2:0(51) < 1, (3.72)

ait lieu ce qui est loisible, il suffit pour cela de choisir

£ < min{so,ﬁ}. (3.73)

p—1
Démontrons ([B.40) et (B.58) par récurrence sur n. Pour n = 0, (B.58)) est vraie par hypothése. Supposons
maintenant (58] vraie pour un n > 0. D’apreés (3.58) appliqué a n (hypothése de récurrence) et (3.60),
&, appartient a I. Cela implique d’une part d’apreés (B71))

ensl _ ¢ (3.74)

|en|p

et donc que (340) est vraie. D’autre part, on écrit :

|en+1] _ len+t1] en]” _ lent] | |p71
len] lenl” len] leal” "
et donc, d’apreés (B74)

|€n+1| < C|en|p71,
len]
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et donc d’aprés ([B.58) appliqué a n, on a

|en+1| < C(2€)p71,

€]
ce que l'on écrit encore
k%fﬁd < (QECKE%T))pil (3.75)
et donc d’apreés le choix ([B.72) '
% <1. (3.76)

D’aprés ([B.58) appliqué a n, on a |e,| < 1 et d’aprés (B.76]), on a donc |e,41] < 1 et (B58) est vraie
pour n + 1. Ainsi, d’aprés (3.04), (B-46]) est vraie avec constante C' définie par (B.71). La méthode est
donc au moins quadratique. De plus, d’aprés (B58) et [B.60) &, tend vers r et, puisque g” est continue,
9" (&) tend vers ¢g”(r) et donc [B.69) implique
e 1
lim — = g (r). (3.77)

n—+oo e% 2

et donc la méthode est exactement quadratique d’aprés ([B.63)).

(2) Le raisonnement est identique. Puisque ¢’(r) = 0, et d’aprés, la convergence est au moins linéaire et
d’aprés la proposition B34 pour € assez petit, les x;,, appartiennent tous a [r — e, 7 + €]. On considére
alors

1
C== max |¢"(z)|, (3.78)
2 we[r—e,rte]

et on montre ([F47) pour p = 2 directement a partir de ([3.69).
O

REMARQUE 3.39. Dans ce cas, la suite x,, converge pour tout z dans [r — e, 7 + £] et la proposition B33]
s’applique (dans le cas p = 2). De plus, on remarque que le choix (872) est conforme au choix (B.51)).

Itérons une derniére fois!

PROPOSITION 3.40. Si g est de classe C® sur un intervalle du type [r — e,7 + €], avec € assez petit, si xg
appartient o [r —e,r+¢|, si g(r) =1 et si
g (r)=0, (3.79a)
g"(r)=0, (3.79b)
alors la méthode de point fize est au moins cubique, c’est-a-dire que la définition [3.30 est vérifiée pour p = 3.
Si, de plus,
9" (r) #0, (3.80)

alors la méthode de point fize est exactement cubique.

DEMONSTRATION. La preuve est exactement identique & celle la proposition B.38 (nous ne présentons que
la premiére variante) sauf que 'on applique la formule (B56) a g avec a = r, b = x,, et cette fois-ci p =2 : il
existe &, vérifiant (3.60) tel que

9n) = 9(r) +9/0) = 1) + 59" () =) + " (€) an — 1),

2
et (B67) devient
1 1
Pt =7 =0/ (1) — 1) + 50" () n — )+ 50" 60) e — 1)
soit, selon (B.79)

Tt — 7= 20" (€)(wn — 1), (3.81)
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et (B:69) devient

Cn+1 L,
E— n 3.82
Y (&) (3.82)

Ensuite, le raisonnement le méme que celui de la proposition B:38 ou (B70) est remplacé par
p=3. (3.83)

L’équation ([B.71)) est remplacée par
1
C== max |¢" (). (3.84)
6 ze[r—eo,m+eo]

Enfin, puisque g"”’ est continue, g"’(&,) tend vers ¢g"’(r) et donc (3.69) implique

w11
lim <L = 2 g, (3.85)

n—-+oo e% 6

O

REMARQUE 3.41. Dans ce cas, la suite x,, converge pour tout zo dans [r — e, 7 + £] et la proposition B33]
s’applique (dans le cas p = 3).

REMARQUE 3.42. Ces résultats sont dit locaux : ils n’impliquent pas la convergence sur un intervalle
donné, mais il faut supposer que ¢ est assez proche de r. Voir remarques B.31] et 330 ainsi que les remarques

B3 et 339 et 34T/

REMARQUE 3.43. En général, il est facile de vérifier la nullité des premiéres dérivées puisque les méthodes
sont construites grace a cette propriété. En revanche, la non nullité de la derniére dérivée n’est pas aisée a
obtenir, puisque la racine n’est pas connue. En pratique, on se contentera de montrer que les méthodes sont

au moins d’un ordre un, deux ou plus.

REMARQUE 3.44. Une méthode d’ordre 1, un point fixe général, est lente. On lui privilégiera une méthode
quadratique. Cela sera revu en section Les méthodes cubiques sont rares, car une quadratique suffit
largement. Voir néanmoins ’exemple pédagogique

REMARQUE 3.45. Bien que trés rares en pratiques, on peut obtenir des méthodes d’ordre p quelconque.

ProposiTION 3.46. Soit p € N*. Si g est de classe CP sur un intervalle du type [r — e,7 + €|, avec £ assez petit, si xo
appartient a [r —e,r + ¢, si g(r) =r et st

Vge{l,...p—1}, ¢ P(r)=0, (3.86)
alors la méthode de point fize est d’ordre au moins p, c’est-a-dire que la définition [T.30 est vérifiée pour p. Si, de plus,
g (r) #0, (3.87)

alors la méthode de point fize est d’ordre exactement p.

DEMoNsTRATION. Cette proposition, proche de , Proposition D.5|, se montre exactement comme la proposition [3:38]
sauf que ’on applique la formule B56) a g avec a = 7, b = zy, et cette fois-ci p — 1. Les équations ([3.68)) et (3.69)) deviennent

1
Tot1 =T = ;g(p)(ﬁn)(wn -’

et (369) devient
n 1
fntl _ _Q(P)(fn)

enp  p!
L’équation (3.71) est remplacée par
1
_ 1 (») ‘
= max x
p! z€[r—eg,r+eo] J (( ) ’

et (B77) devient
1
lim S = 2@ (.

n——+oo eg P
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REMARQUE 3.47. On montre en annexe [Pl que, & chaque itération, le nombre de décimales exactes est
asymptotiquement multiplié par I'ordre de convergence de la méthode. Ainsi, pour une méthode quadratique,
sion a1 chiffre exact aprés la virgule (ce qui est aisé d’obtenir avec quelques itérations de la méthode dichotomie
par exemple), on en obtient 2 & la deuxiéme itération, 4 a la troisiéme, 8 & la quatriéme et 16 a la cinquiéme.
On est dans ce cas sous la précision machine de matlab par exemple! Voir les exemples [3.48] et qui
mettent cela en évidence.
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EXEMPLE 3.48. Soit A € R% et la méthode de point fixe définie par

o) = = (:c + é) . (3.88)

X

Un point fixe x de g sur R vérifie
A
20 =x + —
x

soit 22 = A et donc, puisque z est strictement positif, x = \/Z, qui est donc unique. On peut montrer que la

méthode de point fixe converge pour tout 2o € R4 (c’est-a-dire qu’elle est globale). Voir annexe
On vérifie que 'on a successivement

9" (\/Z) - #0,

S

et donc, d’aprés la proposition [3.38 la méthode de point fixe associée & g est d’ordre deux et converge vers
VA.

Plus de détails dans [BMO03, Exercice 4.4]. Notons aussi que cette méthode, connue des Babyloniens il y a
2500 ans est encore celle utilisée par les calculatrice pour déterminer la racine carrée d’'un nombre ! Cet exemple
sera repris dans I’exemple Voir les simulations numériques dans I’exemple

EXEMPLE 3.49. Prenons maintenant, pour A > 0, g définies par
1 64 A3
- _ 2 3.89
g9(z) 8($+x xg) (3.89)

On vérifie que 'on a successivement

et donc, d’aprés la proposition[3.40] la méthode de point fixe associée & g est d’ordre trois et converge localement

vers v/ A. Cette méthode n’est pas globale. Si on choisit un g trop éloigné de v/A, la suite x,, ne converge plus né-
cessairement vers v/A. Voir par exemple [BM03, exercice 4.6 et [BM03, TP 4.J|, ce dernier étant disponible sur
https://www.dunod.com/sciences-techniques/introduction-analyse-numerique-applications-sous-matlab.
Cet exemple est surtout pédagogique. En pratique, la méthode quadratique de I’exemple suffit déja tout-

a-fait ! Voir les simulations numériques dans ’exemple

ExXEMPLE 3.50.
Présentons des simulations numériques pour les méthodes de points fixes présentées dans les exemples [3.48]
et
On choisit
A=2, x9=1.
Voir la figure 310l et le tableau Les deux méthodes fournissent v A = 1.414213562373095 trés rapidement.

Comme annoncé dans la remarque .47 le mombre de chiffres exacts est multiplié respectivement par 2 et 3 a
chaque itération.


https://www.dunod.com/sciences-techniques/introduction-analyse-numerique-applications-sous-matlab
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131

fonction
itérés du point fixe

141

fonction
itérés du point fixe
*  derniere valeur

*  derniere valeur
T

L 09 L L L L L L
1 11 12 13 14 15 1 1.05 11 115 12 125 13 135 14 145

(a) Méthode d’ordre 2 (b) Méthode d’ordre 3

FI1GURE 3.10. Graphiques associés aux deux méthodes de points fixes des fonctions g définies

par (BE8) ct (ED).

| n | Zn (ordre 2) | Zn (ordre 3)

| | — V/A| (ordre 2) | |zn, — V/A| (ordre 3) |

0 | 1.000000000000000 | 1.000000000000000 | 0.414213562373095 | 0.414213562373095
1 | 1.500000000000000 | 1.375000000000000 | 0.085786437626905 | 0.039213562373095
2 | 1.416666666666667 | 1.414197501878287 | 0.002453104293571 | 0.000016060494808
3 | 1.414215686274510 | 1.414213562373094 | 0.000002123901415 | 0.000000000000001
4 | 1.414213562374690 | 1.414213562373095 | 0.000000000001595 | 0.000000000000000
5 | 1.414213562373095 | 1.414213562373095 | 0.000000000000000 | 0.000000000000000

TABLE 3.5. Valeurs et erreurs des itérés des fonctions g définies par (3.88) et ([3.89).

REMARQUE 3.51. On pourra aussi construire une méthode d’odre 4, comme expliqué [BM03, TP 4.K], disponible sur https://
www .dunod. com/sciences-techniques/introduction-analyse-numerique-applications-sous-matlab. Cet exemple est pédago-
gique, comme la méthode cubique de ’exemple B.48]

¢

REMARQUE 3.52. Comme pour les méthodes d’intégration (voir exemple 2:27 page 59)), un graphe log log
pourra permettre de déterminer de fagon numérique, l'ordre d’'une méthode de point fixe. Voir ’exercice de

TD B4

3.5. Meéthode de Newton

Elle constitue la plus utilisées des méthodes la résolution des équations non-linéaires, en raison de sa
convergence quadratique (dont on ne rappelle qu’elle n’est que locale!).

3.5.1. Définition

On cherche de nouveau a résoudre ([B.I6]). On suppose que f est dérivable.

DEFINITION 3.53 (Méthode de Newton). La suite (2,),, oy est définie par la donnée de zp € R et

Vn € N, )’

(3.90)

T+l = Tn —
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Cette fagon de procéder peut s’expliquer de deux fagons :

(1) D’un point de vue géométrique d’abord. On suppose connu z,.

f(anrl)

FIGURE 3.11. La méthode de Newton

La tangente A a la courbe de f au point d’abscisse x,, a pour équation

)/“'f(zn> Y
X —a, f'(@n),

soit
Y = f(zn) + f'(2n)(X = 25).
Elle coupe ’axe des = au point d’abscisse x,41 qui vérifie donc
f@n) + f'(xn)(@nt1 — xn) =0,
et on retrouve B30) si f/(x,) # 0.

(2) D’un point de vue calculatoire.

Un développement limité de f (voir par exemple |Bas194, Chapitre |) au voisinage de x,, fournit
f(xn + ) = f(zn) + hf (z,) + o(h).
On remplace 1'équation exacte f(z, +h) = 0 par
flan) + hf'(zn) =0

et donc
f'(xn) .

On a aussi h = &, 41 — @, et on retrouve donc (F90).

h=—

Ce qui est trés important est que la méthode de Newton se raméne & une méthode de point fixe posant

=x— /(@) si f/(x

On peut donc appliquer les résultats généraux de la section .43
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3.5.2. Convergence (locale)

PROPOSITION 3.54. Si f est de classe C3 sur un intervalle du type [r—e,r+¢|, si f'(r) # 0 et si f"(r) #0,
alors la méthode de Newton est quadratique.

Remarquons que la convergence globale n’est pas assurée a priori par une condition suffisante, comme
l’était celle du point fixe. On pourra cependant consulter les théorémes [S.1] et

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [3.54] Il suffit d’appliquer la proposition[3.38 a la fonction g définie

par B91). On a, la ou f' # 0,

4 2 "
— 1
g/1<£>1f f/2ff:ﬁ(f/27f/2+f”f),
et donc
ff
9 = i (3.92)
et en particulier, puisque f'(r) # 0,
fr)f(r)
1) —
g'(r) = 720 (3.93)
Alnsi, ¢'(r) = 0 si et seulement si f(r) = 0, ce qui est vrai. De plus, on peut montrer que
1 /
=y ((f’f’ 7 E = () ) (3.94)
En particulier, en r, puisque f/(r) est non nul et que f(r) est nul, on a
1" 1 / 3 en f”(T)
r)=-—"""="7 T r = )
9'(0) = o (0D 1) = 55
et donc
fr(r)
"(r) = . 3.95
') = 55 (3.95)
Alnsi, ¢”(r) # 0 si et seulement si f”(r) # 0, ce qui est vrai. O
REMARQUE 3.55. Remarquons que ([394) s’écrit aussi
" _ (f})4 ((f/)3 g (f/)2 — P (2f/f//)) ,
_ (f})4 ((f/)3 g (f/)2 . 2ff/(f//)2> 7
_ (f})?) ((f/)2 - 2f(f//)2> ]
Dans la majoration On a donc, grace a (37 :
1 1 / 2 on ’ " 7 2
€= 5 ™ | T (@) £ @+ F@F @)f" @) = 2 @(£"@)7) | (3.96)

¢

REMARQUE 3.56. Il sera assez facile de montrer que f/(r) # 0, en étudiant par exemple f. En revanche,
il sera en pratique difficile de montrer que f”(r) # 0, puisque r n’est pas connu. En pratique, on se contentera
du fait que la méthode de Newton est au moins quadratique. En général, elle ne sera pas cubique.

REMARQUE 3.57. On notera aussi que si f/'(r) = 0, la méthode de Newton redevient linéaire (voir annexe

R).
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fonction
itérés de Newton
*  derniére valeur

-1.2 1 I I I I I
1 11 12 13 14 15

FIGURE 3.12. La méthode de Newton pour f définie par (3.97).

EXEMPLE 3.58.
On pourra de nouveau consulter 'exemple [3.48] qui correspond en fait & la méthode de newton appliquée
a la recherche de 'unique zéro de
flz) =a® - A, (3.97)
sur R, qui est VA, si A> 0. En effet,

x—;/((z))zx—xz—;A=%<2x—x+g)=%<m+§>.

Voir le graphique [3.12]
EXEMPLE 3.59. On pourra de nouveau consulter exemple de la section B} point

ExXEMPLE 3.60. On pourra consulter 'annexe

On peut affaiblir les hypothéses de la proposition [3.54] :

ProposITION 3.61. Si f est de classe C2 sur un intervalle du type [r —e,r +¢] et si f'(r) # 0 et si f''(r) # 0, alors la
méthode est quadratique.

DEMONSTRATION. On n’utilise plus la proposition [3:38] appliquée & la fonction g définie par (39I)), mais directement la
définition de 41 qui donne :

' (xn)(@n —7) — f(2n)

Tpil —T = 3.98
+1 Flon) (3.98)
On applique cette fois-ci la formule (B56) a f avec a = xn, b=1 et p =2 : il existe &, €]zn, [ tel que
1
fr) = f@n) + f'(zn)(r — zn) + Ef"(fn)(r —an)?,
ce qui donne, grace a (398) :
e O+ e 3
" F(@n)
et donc, puisque f(r) =0 :
1 f _ 2
Tpi1 —1 = ,M. (3.99)

2 I (zn)
On conclue comme dans la fin de la proposition [3.38
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REMARQUE 3.62. D’aprés cette preuve, on peut remplacer la majoration de la remarque [3.55] par la majoration plus simple

suivante : L "
c== If" (z)] ) (3.100)
2 z€[r—e,r+e| |f/($)‘
&
3.5.3. Convergence (globale)
Donnons deux conditions suffisantes de convergence globale. On renvoie a I’annexe &

3.6. Méthode de la sécante (ou de Lagrange)

L’avantage de I’aspect quadratique de la méthode se paye par la connaissance et le calcul de f’. Une autre
idée consiste a remplacer dans Newton le calcul de la pente f'(x,) de la tangente par son approximation

f/(xn) ~ f(xn) - f(-rn—l)’

Tp — Tn—-1

qui n’est autre que la sécante passant par (z,, f(zn)) et (Tn—1, f(Xn-1))-

f(xnfl) 7777777777777777777777777777777

f(anrl)

y = f(x)

FIGURE 3.13. La méthode de la sécante

Voir figure [3.13]
Ainsi, la définition de la méthode de la sécante est

DEFINITION 3.63 (Méthode de la Sécante). La suite (x,), oy est définie par les données de x¢, 71 € R et

f(xn)(-rn - xn—l)

Vn € N* 2,41 =2, — Fan) — Fan ) (3.101)
L’ordre méthode cette méthode est ni 1 ni 2, mais donné par la proposition suivante.
PROPOSITION 3.64. La méthode de la sécante est d’orde p = (14 /5)/2 ~ 1.61803.
Cela signifie que la proposition a lieu pour le réel p.
DEMONSTRATION. Voir [Scholl]. ]

¢
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161

l4r 0.45F 4
04r B
121
fonction
itérés du point fixe 0.35[ q
1L *  derniére valeur
0.3r T
08r 0.25 N
06l o02f ]
[ 015} 1
0.4
0.1r T
0.2
0.05 T
0 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 15 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6
(a) Le graphe de la fonction g et les premiéres valeurs de (b) Le graphe de la fonction |g’|.
la suite z,,.

FIGURE 3.14. Les graphes des fonctions g et |g’|.

3.7. Méthode de la corde et de la fausse position

Ces méthodes, classiques, ne sont pas étudiées. On pourra consulter par exemple |[BMO03, Exercice 4.2].

3.8. Deux exercices types a savoir traiter parfaitement
Enonceé 1
On considére la fonction g définie par
Ve eR, g(x)=1/2cos(x). (3.102)
et on pose
a=0, b=1/2x. (3.103)
(1) Montrer que g a un unique point fixe r sur [a, b] et que la méthode du point fixe est convergente pour
tout point de xo € [a, b] vers r = 0.45018361129487357303653869676268.

(2) Soit (xn)nen, la suite associée & la méthode du point fixe. Déterminer Uentier n a partir duquel
|7, —7| <cotle=1073.

(3) Calculer les termes de la suite correspondant en choisissant o = 1.
Corrigé 1
(1) (a) (i) On a
g (z) = —1/2 sin (z). (3.104)
(i) Sur la figure[14(a)] on constate que la fonction g semble avoir un point fixe, correspondant a la

valeur
r = 0.45018361129487357303653869676268.

(iii) Sur la figure [14(b)] on constate que les valeurs de la fonction |¢’| sont inférieures a 0.500000.
Démontrons cela rigoureusement. On majore la valeur absolue du sin par 1 et on majore donc
la valeur absolue de la dérivée par 1/2.
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(iv) Sur la figure [14(a)} on constate que U'intervalle [a, b] est g-stable.

Démontrons cela rigoureusement. La fonction g est monotone (car décroissante); ainsi, sur
I'intervalle [a,b], elle prend les valeurs comprises entre g(a) et g(b). On vérifie que g(a) =
0.5000000000000 et g(b) = 0 sont bien dans l'intervalle [a, b].

(b) D’apres les points et les deux hypothéses de la proposition .19 sont vérifiées et donc
g admet un point fixe unique r dans I = [a,b] et, pour tout z¢ de I, la suite (x,,) est définie et
converge vers r. Cette valeur est nécessairement celle donnée dans I’énoncé, par unicité de celle-ci!

(2) Appliquons le résutat de la proposition B21]; on choisit n définit par (344), ou la valeur de k a été
donnée plus haut, ce qui donne numériquement

n=1L (3.105)
(3) On obtient alors progressivement :

o =1;

x1 = g(z) = 0.2701511529341 ;
x2 = g(xz1) = 0.4818652840585 ;
23 = g(x2) = 0.4430660154453 ;
x4 = g(x3) = 0.4517207378770 ;
x5 = g(wa) = 0.4498486539841 ;
z6 = g(xs) = 0.4502564611702 ;
x7 = g(x6) = 0.4501677604859 ;
x5 = g(x7) = 0.4501870598264 ;
z9 = g(xs) = 0.4501828610110 ;

REMARQUE 3.65. Si on calcule I’erreur réellement commise, en utilisant la valeur de z,, déterminée
ci-dessous et la valeur de r donnée dans 1’énoncé, on a

|zn, — r| =]0.4501835757804 — 0.45018361129487357303653869676268| = 0.0000000355145,
ce qui est bien inférieur a la valeur de ¢ donnée dans 1’énoncé.
REMARQUE 3.66. Si on utilise la majoration donnée par (N.I3]), on obtient

|z, — r| < 0.0000001987502,

qui est bien inférieur & la valeur de € donnée dans I’énoncé.

Enoncé 2
On considére la fonction g définie par

Ve eR, gx)=2"+ —u. (3.106)

et on pose
a=-1, b=1. (3.107)

Montrer que la méthode du point fixe est divergente pour tout point zy de [a,b] \ {0}.
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25 L L L L I I

-9
-~y
O point fixe

0.4 0.6

I 1 I
0.8 1 -1 -0.8

I
-0.6

-0.4 -0.2 0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b) Le graphe de la fonction |g'|.

FIGURE 3.15. Les graphes des fonctions g et |g’|.

11
=322+ =

g'(x) 0

(3.108)

Sur la figure [15(a), on constate que la fonction g semble avoir un point fixe, correspondant a la

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2
(a) Le graphe de la fonction g.
Corrigé 2
(1) On a
valeur

r=0.

Sur la figure [15(b)l on constate que les valeurs de la fonction |¢’| sont comprises entre 1.100000 et
4.100000. En particulier, en la racine r, on a

lg'(r)] > 1.

La proposition BTl ne peut s’appliquer ici car on ne sait pas montrer [3.25a) a priori.
(2) Utilisons donc la proposition B2 sur U'intervalle [a, b].

(a) On a g définie sur I et pour tout = ¢ I, si g(x) est défini, il n’appartient pas a I Cela provient
du fait suivant : Si @ ¢ [-1,1], |[#| > 1 et |g(x)] = |2® + 1.1z|. Si par exemple, z > 0, on a

lg(z)] = 23 + 1.1z > 1.1x > x > 1. Il en est de méme si z < 0. Donc, dans les deux cas, g(z) est
défini et n’appartient donc pas a I. Ainsi, 'hypothese ([3.32D) de la proposition B.I12 est établie.

(b) Montrons maintenant que

Yz € [a, b],

g/ ()| > 1.1000000000000.

(3.109)

Cela provient du fait suivant : Il est évident que si |2| < 1, alors |¢/(z)| = 322 +11/10 > 11/10 > 1.
Ainsi, 'hypothése ([B:32d) de la proposition B.I2] est établie.

(3) On en déduit donc la divergence de la suite (x,,) pour tout xzg € I\ {0}.






Chapitre 4

Equations différentielles

4.1. Motivations
4.1.1. Equations différentielles du premier ordre

La propagation d’une épidémie est modélisée, sous certaines conditions, par ’équation différentielle suivante

VE= 0, y(t) = ky(t)(L —y(t)), et y(0) = yo, (4.1)

y(t) étant le nombre d’individus infectés au temps ¢, L le nombre total d’individus considérés (infectés ou non)
et k le coefficient de propagation lié & ’épidémie considérée. En partant de conditions de simulation de départ,
L, k,yo, on s’intéresse au nombre d’individus infectés y(t), solution de I’équation (4Il), pour une gamme de
temps donnée, et a la courbe donnant ’évolution du nombre d’individus infectés y(¢) en fonction du temps.

4.1.2. Systéme d’équations différentielles du premier ordre : évolution de populations (proie-prédateur)

Le modéle de Lotka-Volterra décrit les interactions entre deux espéces, une proie (les lapins) et un prédateur
(les renards). Si R(t) désigne le nombre de renards & un instant donné et L(¢) le nombre de lapins, I’évolution
au cours du temps de ces populations est régie par le systéme différentiel

aL(o)

D~ kL)~ AR(L) (4.2a)
%Et) — _kpR(t) + BRU)L(D), (4.2b)
L(0) = Lo, (4.2¢)
R(0) = Ry, (4.2d)

ou kr, et kg sont des facteurs de croissance des deux populations et A, B des paramétres tenant compte de
I'interaction entre les deux espéces. Il s’agit alors d’étudier 1’évolution au cours du temps des populations en
faisant varier les différents paramétres du probléme.

4.1.3. Systéeme d’équations différentielles du deuxiéme ordre : évolution de deux masselotes

fi m fa  me
—= — A A A
k1 ko ks
xr1 x2

N

FIGURE 4.1. un systéme mécanique & deux degrés de liberté.

97
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On considére le systéme mécanique représenté sur la figure 4.1l formé de deux points matériels de masses
my et maq, d’abscisses par rapport a la position d’équilibre x4 () et x2(¢). Ces deux points matériels sont reliés
a trois ressorts de raideur k; > 0, k3 > 0 et k3 > 0. On suppose de plus que chacun des points matériels est
soumis & une force extérieure fi(t) et a une force de frottement égale & —c;i;(t) — d;@3(t) ot ¢;,d; > 0, pour
i =1,2. Le principe fondamental de la dynamique conduit aux deux équations suivantes

mady(t) + (k1 + ko) 21(2) — koo (t) + c1dy (t) + didi(t) = fi(2), (4.3a)
Mok (t) — ko (t) + (ko + ks) 22(t) + coia(t) + dad3(t) = fa(2). (4.3b)
On veut déterminer les abscisses et les vitesses des deux masselottes mq et mso.
4.1.4. Modéles de propagation du coronavirus

La propagation du coronavirus a été, depuis peu, étudiée de trés nombreuses fois, de fagon beaucoup plus
précise que dans la section [I.1l Des ouvrages généraux sur les propagations de maladies existent déja. Le
modele le plus populaire est appelé le modéle dit SIR. La population est divisée en trois groupes S (en anglais
ou en frangais "susceptible" d’étre contaminés), I (les "infectés") et S (en anglais "recovered", c’est-a-dire ceux
qui ont guéri). Le modéle consiste a décrire 'évolution de la maladie sous la forme de trois équations d’ordre
1:

as

— = —psI, (4.4a)
I

% = BST — al, (4.4b)

‘zi: =al. (4.4¢)

Voir par exemple [BD65, page 161] ou |[DHB13, page 17]. Ce modeéle présente des versions plus élaborées
(VOiI“ https://interstices.info/modeliser-la-propagation-dune-epidemie/ OU https://fr.wikipedia.org/wiki/Modéles_
compartimentaux_en_épidémiologie ) .

Plus récemment, divers travaux concernent 1’évolution spécifique du coronavirus sur des données réelles.
Voir par exemples les travaux de Dominique Sandri (voir http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/
modele_tout_coronavirus_d_sandri.pdf) ou ceux de Nicolas Bacaér [Bac20)].

4.2. Introduction et formalisme

Les problémes de type [@I), (£2) et (£3) (auquel on adjoint les valeurs des abscisses et des vitesses
initiales de chacun des deux masselottes) dits problémes aux conditions initiales. On parle aussi d’équations
différentielles ordinairesl].

DEFINITION 4.1. Pour tout T > 0, pour tout & € R, pour toute fonction f de [0,7] x R dans R, on
considére I'équation différentielle ordinaire :

vt e [0,T], o'(t) = f(t,y(t)), (4.5a)
avec la condition initiale
y(0) = . (4.5D)
REMARQUE 4.2.
(1) On a, dans ([@5al)
dy(t)
A
t) = ——.
yt)=—

1. Par opposition aux équations aux dérivées partielles qui ne sont pas évoquées dans ce cours.
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(2) Le probléme (43]) est aussi parfois appelé probléme de Cauchy.
(3) t représente souvent le temps.

(4) f est (pour le moment) une fonction a 2 variables y et ¢t supposée assez différentiable par la suite (voir
plus loin).

(5) y(0) = & est la condition initiale (état de la solution au moment o on commence & s’y intéresser).
(6) L’équation ([A5al) est d’ordre 1, car seule 3’ est présente.

(7) On peut prendre t; au lieu de 0, la condition initiale s’écrit alors y(to) = & et on cherche y(t) pour
t € [to, 10+ T7.

Ne connaissant pas nécessairement y(t), pour ¢ € [0, 7], nous allons en déterminer une approximation.
EXEMPLE 4.3. Le probléme de Cauchy linéaire

VteRL, y'(t) =3y(t) — 3t, (4.6a)
y(0) =1, (4.6b)

admet la solution y(t) = (1 — 1/3)e3 +t + 1/3 et ce pour tout ¢ > 0 (solution globale). On met ([EBa)) sous la
forme (4.5al) : pour tout ¢, on a

y'(t) = 3y(t) — 3t = f(t,y(t)),

et donc, pour tout y et pour tout y, on a :

f(t,y) =3y — 3t. (4.7)
Ne surtout pas écrire :

fty) = 3y(t) — 3t.

Pour éviter cela, on remplace parfois (L1) par

ft,u) = 3u — 3t. (4.8)
On a aussi

& =1. (4.9)

REMARQUE 4.4. 1l est fondamental de comprendre que, dans la définition [£1] une équation différentielle
est totalement définie par la donnée de f et de & . Sous matlab, par exemple, il faudrait définir f et &.

EXEMPLE 4.5. Le probléme de Cauchy non linéaire

VteRy, o' (t)=1+y*1), (4.10a)
y(0) =0, (4.10D)

ot f(t,y) = 1+ y?, admet la solution y(¢) = tan(t) et ce pour tout ¢t € [0, 7/2[. (solution locale).
EXEMPLE 4.6. Le probléme de Cauchy non linéaire
VEER,, (1) = (y(t), (4.11a)
y(0) = 0, (4.11D)

ot f(t,y) = (y)'/3, admet les trois solutions : y(t) = 0, y(t) = 1/8t3/27 et y(t) = —+/8t3/27. On n’a donc pas

d’unicité.
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4.3. Un peu de théorie

De méme que l'on s’intéresse a l’existence et I'unicité de la solution de 'équation du point fixe (3.23)), on
a aussi de tels résultats pour 'équation différentielle (43]).
Pour les preuves des théorémes, le lecteur pourra consulter |Bas78;|CM84 ; IRDOS8T; ISch01; 1QSS0d]. <

DEFINITION 4.7. On dit que f est lipschitzienne par rapport & sa deuxiéme variable, uniformément en la
premiére, s’il existe L € R tel que :

Vvt e [0,T], Yyi,y2 €R, |f(t,y1) — f(t,y2)] < Ly —yal. (4.12)

THEOREME 4.8 (Cauchy-Lipschitz). Si f est continue sur [0,T] x R et vérifie (@II2)), alors il existe une
unique solution de (LH) de classe C sur [0,T).

REMARQUE 4.9. Parfois la condition ([@I2) est trop forte; la fonction f est seulement localement lipschitzienne, c’est-a-dire
vrel0,T], Vy1 €R, 3(r,L)eR} xRy: Vtel[0,T], Vy2 €R,

(Ir =t <vet fyr — ol <v=1F(t,y1) = f(t,92)| < [Lys — w2l (4.13)
Dans ce cas, seule l'existence locale de la solution de (L)) est assurée :

THEOREME 4.10. Si f est continue sur [0] X R et vérifie (@I3), alors il existe un voisinage V de to et une unique solution
y de @D) de classe C1 sur V.

¢

REMARQUE 4.11. Pour toute la suite, nous supposons assurées l’existence et I'unicité de la solution sur
[0, 7.

Tous ces résultats s’étendent aussi au cas vectoriel (voir section FL6)). <

4.4. Schémas d’Euler progressif et rétrograde

Présentons la méthode de discrétisation la plus simple, celle d’Euler.
Pour N € N*  on découpe lintervalle [0,7] en N sous-intervalles de taille h et on définis les points t,
équirépartis, comme dans la définition [[23] qui devient donc ici :

DEFINITION 4.12. Pour pout 7' > 0 et pour tout N € N*, on pose

T
Vn e {0,.., N}, tn=hn. (4.14b)

Nous allons déterminer les N réels , (Yn)y<, <y tels que, chaque réels y, constitue une approximation de
y(tn) :

Vn e {0,...,N},  yn = y(ts). (4.15)
La premiére valeur de y étant donnée par (@5D]), on posera donc
Yo = &o- (4.16)
Ensuite, on applique (@35a) a t,, pour n € {0,..., N — 1} :
Vn € {0,... N —1}, o'(tn) = f(tn, y(tn)). (4.17)

On approche la valeur de y'(t,) par le taux d’accroissement entre to et t,41 :

t —y(t
y (1) ~ YWnt1) =9 (tn)
thrl - tn
soit, compte tenu de (LI3]) :
Y (tn) ~ w (4.18)
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Compte tenu de (@I3), f(tn,y(tn)) est approchée par

Ftn,y(tn)) = f(tn, yn)- (4.19)
Bref, compte tenu de (£I]) et de [@I9), on remplace (£I7) par
Vn € {0,..,N — 1}, w = F(tn,yn), (4.20)
ce qui est équivalent a
VYne{0,...N =1}, Ynt1 =yn + hf(tn,yn) (4.21)

Cette équation est appelée le schéma d’Euler progressif (ou explicite). Ce schéma est dit & un pas : la connais-
sance de y,,, permet de déterminer y,,11. Ainsi, yo étant défini par (£I6), on utilise (2] avec n = 0 ce qui
fournit

y1 =yo + hf(to, o), (4.22)
et donc la valeur de y;. Ensuite, connaissant cette valeur y;, on utilise ({2I]) avec n = 1 ce qui fournit

yo =y1 +hf(ti,y1), (4.23)
et donc la valeur de ys. On calcule donc successivement ys, .... jusqu’a yy.

On donne donc la définition :

DEFINITION 4.13 (Schéma numérique d’Euler explicite). Avec les notations des définitions 1] et .12 les
approximations du schéma numeérique d’Euler explicite (ou progressif), (y,)y<,, <y sont données par

Yo = &o, (4.24a)
Vn e {0,....N =1}, Ynt1 =Yyn+ hf(tn,yn). (4.24b)
Si on remplace ([£I9) par f(tn,y(tn)) = f(tn+1,Yn+1), o0 obtient :

DEFINITION 4.14 (Schéma numérique d’Euler implicite). Avec les notations des définitions [L.1] et T2 les
approximations du schéma numérique d’Euler implicite (ou rétrograde), (yn)y<, < sont données par

Yo = o, (4.25a)

et, pour tout n € {0,..., N — 1}, yn41 vérifie Péquation (non linéaire)

Yn+1 = Yn + hf(tn; yn—‘,-l)- (425b)

Cette méthode est la plus simple et c’est aussi la moins précise de toute.
Comme pour la méthode d’intégration des rectangles, on obtient la majoration d’erreur suivante :

THEOREME 4.15. Si f est assez réguliere, alors, il existe une constante M telle que, siy est la solution de
D) et si les y,, sont donnés par la définition [{.13)

YN e N*, VYne{0,...N}, |y(ta) — yn| < Mh. (4.26)

Comme dans la définition 2.34, nous dirons que la méthode d’Euler explicite est d’ordre un.
Les hypotheéses de régularité de f et la preuve de ce résultat figurent par exemple dans [BM03, Théoréme 5.17]. <
On a un résultat analogue pour le schéma d’Euler implicite.

EXEMPLE 4.16. On considére 'équation différentielle ([H]), ou
Vte [0, T] xR, f(t,y) =—y(1/10t —sin (¢)), (4.27)
que l'on résout avec le schéma d’Euler progressif en prenant différentes valeurs de N. On choisit
T =12, (4.28a)
& = 1. (4.28b)
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On peut aussi déterminer la solution exacte de (E27)-(4.28D) :
VEe[0,T], y(t) = e x el~mt*—cos®), (4.29)

Voir la figure sur laquelle on constate que, plus h est petit, plus la solution déterminée avec le schéma

h=0.2 *
— h=0.1

— h=0.05
——h=0.04

— h=0.005
solution exacte

8 10 12

FIGURE 4.2. Solution exacte et quelques solutions approchées de ’équation différentielle (£27)
pour différentes valeurs de h.

d’Euler est proche de la solution exacte.

Le schéma d’Euler implicite se comporte parfois mieux que son homologue explicite comme le montre
I'exemple suivant :

EXEMPLE 4.17. On considére I’équation différentielle [H), on

Vte[0,T] xR, f(t,y)=—Xt (4.30)
On choisit
A=2, (4.31a)
T = 10, (4.31b)
§o=1 (4.31c)

On peut aussi déterminer la solution exacte de ([@3])-(E30) :
vVt € [0,T], y(t)=&e M. (4.32)

Sur la figure on constate que si h est trop grand, la solution "oscille" ce qui n’est pas le cas de la figure

3(b))
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30
25
h=1.2
——h=11
20 — h=0.9
—h=0.1
solution exacte
15+
10+
5l
oF
_5 -
_10 — -
_15 - -
-20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(a) Explicite

h=1.2
——h=1.1 =
—— h=0.9
—h=0.1
solution exacte

(b) Implicite

FIGURE 4.3. Résolution de (£H)-([@30) avec la méthode d’Euler explicite et d’Euler implicite
pour plusieurs valeurs de h.
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4.5. Schémas de Runge Kutta 2 et 4

De méme que la méthode composite des rectangles, d’ordre 1, peut étre améliorée en utilisant par exemple
les méthodes des milieux ou de Simpson, d’ordre 2 et 4, le schéma d’Euler peut étre améliorée. Citons, sans
preuve, les schémas de Runge Kutta 2 et 4 :

DEFINITION 4.18 (Schéma numérique de Runge-Kutta 2). Avec les notations des définitions 1] et LT2]
les approximations du schéma numérique de Runge-Kutta 2, (y,)y<,, <y sont données par

Yo = &o, (4.33a)
ki = D (tn yn),
Vne{0,..,N =1}, k& =hf(t, + h,yn + kD), (4.33b)

Ynt+1 = Yn + %(kT(ll) + k7(12))

DEFINITION 4.19 (Schéma numérique de Runge-Kutta 4). Avec les notations des définitions {11 et ELT2]
les approximations du schéma numérique de Runge-Kutta 4, (y,)y<,, <y sont données par

Yo = &o, (4.34a)

kY = hf (tn ),

kS = hf (ta + Lhoyn + 260,

Vn € {0,... N =1}, Sk =hf (tp + Lh,yo + 362, (4.34D)
O = nf (tn+hoyn +£),

Yni1 = Yo + 2B + 2682 + 268 + BD).

On a alors

THEOREME 4.20. Si f est assez réguliere, alors, il existe une constante M telle que, si y est la solution de
D) et si les y,, sont donnés par la définition [{.18

VN eN*, Vne{0,..,N}, |y(ty) —yn| < MR2 (4.35)
Nous dirons que le schéma Runge-Kutta 2 est d’ordre deux.

THEOREME 4.21. Si f est assez réguliere, alors, il existe une constante M telle que, siy est la solution de
(&3) et siles y, sont donnés par la définition [{.19,

VN eN*, VYne{0,...N}, |y(tn) —yn| < MR (4.36)

Nous dirons que le schéma Runge-Kutta 74 est d’ordre quatre.
Voir les preuves par exemple dans [BMO03, section 5.4] ou |[SchO1].

EXEMPLE 4.22. On reprend exemple L6l Voir la figure [£.4] sur laquelle on a tracé les trois approxima-
tions : Euler, Runge-Kutta 2 et 4 pour h = 0.20000.

REMARQUE 4.23. Comme pour les méthodes d’intégration (voir remarque et exemple [2.27)),
on peut aussi tracer un diagramme log-log qui met les ordre 1, 2 et 4 des trois méthodes vues en évidence. Voir

I’exemple (1241
EXEMPLE 4.24. On reprend ’exemple L.I16l Voir la figure et le tableau [4.1]

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBIif N. Débit & J. Bastien



4.5. SCHEMAS DE RUNGE KUTTA 2 ET 4 105

12

FIGURE 4.4. Solution exacte et trois approximations : Euler, Runge-Kutta 2 et 4.

Logarithme des erreurs en fonction du logarithme de h
10 T T T

Euler
RK2
RK4

100 =

107 F

-8

10

-10|

10

-12

10'14 i i i

10 10~ 10

10

FIGURE 4.5. Le graphe log log de l’erreur pour les trois méthodes d’Euler, Runge-Kutta 2 et 4.
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| || exposant théorique | pente expérimentale

Euler || 1 0.9605458
RK2 || 2 2.0094599
RK4 || 4 4.0397775

TABLE 4.1. Pentes théoriques pour les données de ’exemple [£.10]
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4.6. Equations différentielles d’ordres plus élevés
4.7. Forme générale
On remplace la définition 1] par

DEFINITION 4.25. Soit p € N*. Pour tout T > 0, pour tout Z¢ € RP, pour toute fonction F de [0,T] x R
dans RP, on considére 1’équation différentielle ordinaire :

vt e [0,T], Y'(t)=F(Y()), (4.37a)
avec la condition initiale
Y (0) = =Zp. (4.37b)
Ici, Y est un vecteur a p composantes.

REMARQUE 4.26. Comme dans la remarque 4] il est fondamental de comprendre que, dans la définition
425, une équation différentielle est totalement définie par la donnée de F et de Z.

Tous les résultats de la section 3] s’étendent au cas vectoriel, a condition de remplacer les valeurs absolues
par des normes sur RP (voir par exemple |[BMO03, Section A.3].).

DEFINITION 4.27. On dit que F' est lipschitzienne par rapport & sa deuxiéme variable, uniformément en la premiére, s’il
existe L € Ry tel que :
vt €[0,T], VY1,Y2 €RP, ||F(t,Y1)— F(,Y2)|| < L|Y1—Yz]. (4.38)

THEOREME 4.28 (Cauchy-Lipschitz). Si F' est continue sur [0, T] X RP et vérifie [@38), alors il existe une unique solution
de @310 de classe C! sur [0,T], c’est-a-dire, que chacune des composantes de Y est de classe CL.

REMARQUE 4.29. Parfois la condition ([£I2]) est trop forte; la fonction F est seulement localement lipschitzienne, c¢’est-a-dire
Vre[0,T], VY1 €RP, 3(r,L)eRY xR4: Vte[0,T], VYz€R",
(Pt <ret Vi =Yl <7 = |IF(t Y1) = F(&Y2)] < ILY2 = Yal ). (4.39)
Dans ce cas, seule I’existence locale de la solution de (£37)) est assurée :

THEOREME 4.30. Si F est continue sur [0] x RP et vérifie @39), alors il existe un voisinage V de tg et une unique solution
y de @37) de classe C' sur V.

&
Les résultats de cette section nous permettent d’obtenir plusieurs types de résultat.

4.7.1. Systémes différentiels
Commengons par traiter un exemple.

EXEMPLE 4.31. On considére les deux équations différentielles d’ordre 1 couplées suivantes : pour tout
tel0,1]:

Y1 (t) = y1(t) + y3(t) + cos(t), (4.40a)
Ya(t) = yi(t) +y3(t) + sin(t), (4.40Db)
vérifiant les deux conditions initiales
y1(0) =2, (4.40c)
y2(0) = =3, (4.40d)

On cherche une fonction Y de [0,7] dans R? :

Ve [0,T], Y(t) = (yl(t)> (4.41)
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et une équation différentielle de la forme ([@3T) avec p = 2 vérifiée par la fonction Y. On a, d’apreés (£40)

Y/(1) = (yi(t)> _ < i (t) +y3(t) +COS(t)> _

Y(t) yi(t) + y3(t) + sin(t)
On a donc
Y'(t) = F(t,Y (1)),
en posant
Y1
Y = 4.42
<y2> ( )
et
+ y2 + cos(t)
Vte[0,T], VY eR2, F(tY)= (717927 . 4.43
0.1 &) (y% +y3 + sin(t) (4.43)

Enfin, les conditions initiales (Z40d) et (£40d) peuvent s’écrire
Y (0) = =, (4.44)

- 2
S0 = (3) (4.45)
On a donc mis le probléme (£40) sous la forme [@37) avec p = 2.

ol

De fagon plus générale, on consideére les p équations différentielles couplées : pour tout ¢ € [0,7], on a

() = fi(t,y1(t), - yp (1)), (4.46a)
y/Q(t) = f?(ta Y1 (t)v ) yp(t))ﬂ (446b)
(4.46¢)
y;/o(t) = f;u(ta yi(t), "-ayp(t))a (4.46d)
vérifiant les p conditions initiales
Y1 (O) = y170, (447&)
Y2 (0) = ygyo, (447b)
(4.47¢)
Yp(0) = Yp.0- (4.47d)
On cherche une fonction Y de [0,7] dans R? :
yi(t)
t
Vie[0,T], Y(t)= y2:( ) (4.48)
Yp(t)

et une équation différentielle de la forme ([@37)) avec p € N* vérifiée par la fonction Y. Il suffit d’écrire, comme
dans 'exemple E.37] :
vi(t)
!/
Ya(t)
v = |,
Yp(t)
On a donc
Y'(t) = F(t, Y (1)),
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en posant
U
Y2
y=|"
Yp
et
fl(t’yla "'ayp)
fQ(t’yla Y )
Vte[0,T], VY €RP, F(t,Y)= T
fp(ta Yiy-eey yp)
Enfin, les conditions initiales ([@.47]) peuvent s’écrire
Y (0) = E,
ou
Y1,0
Y2,0
Zo = )
Yp,0

On a donc mis le probléme (£.46]) sous la forme [@37) avec p € N*.
4.7.2. Equations différentielles d’ordre p € N*
Commengons par traiter un exemple.
EXEMPLE 4.32. On cherche y de [0,T] dans R vérifiant 1'équations différentielles d’ordre 3
vt e [0,T], yP (1) = (y"(1))* + 24/ (1) + (y(1) +t* + 1,
avec les conditions initiales
y(0)=1, ¥'(0)=0, y"(0)=3.
Cette équation se raméne & un systéme de 3 équations différentielles d’ordre 1, en posant
yi(t) = y(t)
y2(t) = y'(t)
ys(t) =y (t)

D’ou le systéme,

y1(t) = y2(1),

Ya(t) = y3(t),

y5(t) = (y3(t))? + 2ya(t) + (va(8))® + t* + 1,
y1(0) =1,

y2(0) =0,

ys(0) =3

On peut alors utiliser les résultats de la section 7] pour transformer (L50) sous la forme (L37)

Il suffit, en effet, de poser
Y1
Y=1{y
Y3

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)
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On a donc

et

ol
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vte[0,T], VY €eR® F(Y)=

1
=10
3

Y2
Y3
Y3+ 2y +ys +tt 41

(4.58)

(4.59)

(4.60)

Attention, ne pas confondre entre l'ordre du systéme (nombre des équations du systéme, p en général!) et

Pordre des équations différentielles du systéme (ordre 1!)!
De facon plus générale, on considére I’équation différentielle d’ordre p € N*

vte [0,7), yP(t) = f(t.y®t),y ), ...y" (1)),

vérifiant les p conditions initiales

y(0) = y1,0,
y’(O) = Y2,0,
y"(0) = ys.0,

y(p—l) (0) = yp_1.0-

On consideére les p fonctions y; de [0, 7] dans R définies par : pour tout ¢ € [0, 7]

de telle sorte que ’'on a

UCBL/Polytech

yi(t) =

ys(t)

1 Yy
y2(t) = y/'(1),
3 y//(t>a

yp—1(t) = yP=(t)
yp(t) =y (t)

yh_1(t) = yP (1) = y, (1),

y;:(t) = f(t’y(t)ay/(t)a "'ay(p_l)(t)) = f(tayl(t)ayQ(t)a "'ayp(t))a
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(4.61)

(4.62a)
(4.62b)
(4.62c¢)

(4.62d)
(4.62¢)

(4.63a)
(4.63b)
(4.63¢)

(4.63d)
(4.63¢)
(4.63f)
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et, en utilisant les résultats de la section 7701 on obtient donc une équation différentielle sous la forme ([@37).
Posons en effet

yi(t) y(t)
Ya(t) y'(t)
vte0,7], Y()=|w@®|[=] v (4.64)
Yp(t) y(p_l)(t)
On a donc une équation différentielle de la forme (£3T) avec p € N* vérifiée par la fonction Y. Il suffit d’écrire :
ya(t)
ys(t)
, ya(t)
vte[0,7], Y'(t) = . =F(t,Y(t))
Yp(t)
f(ta yl(t)a yQ(t)a B yp(t))a
ou
Y2
Y3
Ya
Vte[0,T), VY €RP, F(tY)= . (4.65)
Yp

f(tvyla Y2, ---7yp)7

Les conditions initiales sont Y (0) = = avec

5= | ¥ (1.66)

y#-1(0)
4.7.3. Systémes d’équations différentielles d’ordres p; € N*
On renvoie a l’exercice de TD 4]
4.7.4. Existence, Unicité et Schémas numériques

Gréce aux résultats des sections (L TI) (ET2) et @T3), nous disposons du formalisme des équations
E3T) avec p € N*. S’appliquent alors les résultats d’existence et d’unicité et Mais, surtout, on peut
utiliser les schémas ([@24), (£28), E33) et (£34) a condition de considérer F' & valeurs dans RP. De méme,
dans ces schémas, &y et y, sont remplacés par leurs homologues vectoriels Zg et Y,,, & valeurs dans RP, ce qui
fournirait les approximations

yn,l Y1 (tn)

yn,2 Y2 (tn)
Yn = . ~ .

Yn,p Y2 (tn)

Plus précisément, on a :
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DEFINITION 4.33 (Schéma numeérique d’Euler explicite (vectoriel)). Avec les notations des définitions [£.25] et L12] les ap-
proximations du schéma numérique d’Euler explicite (ou progressif), (Yn)y<, < sont données par

Yo = Zo, (4.67a)
Vn € {0,..,N —1}, Yny1 =Yy +hF(tn,Yy). (4.67b)

DEFINITION 4.34 (Schéma numérique de Runge-Kutta 2 (vectoriel)). Avec les notations des définitions [£.25] et [L12] les
approximations du schéma numérique de Runge-Kutta 2, (Yn)g<,,<n sont données par

YO = EQ, (4.68&)

KW = hF(tn, Yn),

Vn € {0,..N =1}, K = hF(tn + h, Y + E), (4.68b)
Yog1 = Yo + (KD + KP).

DEFINITION 4.35 (Schéma numérique de Runge-Kutta 4 (vectoriel)). Avec les notations des définitions 28] et E12] les
approximations du schéma numérique de Runge-Kutta 4, (Yn)y<, < sont données par

Yo = Eo, (4.69a)

KN = hF(tn, V),

K = hF (tn+ 30, Yo + 1K),

Vne {0,..,N =1}, { K = hF (tu + 10,V + LK), (4.69b)
K = hF (tn 4 b, Yo + K,
Yosr = Yo + 2O +2K@ 42k 1+ KY).

¢
4.8. Retours sur les exemples introductifs
4.8.1. Exemple de la section [4.1.1]

Simulations numériques en cours de rédaction

4.8.2. Exemple de la section [4.1.2]

Le systéme de deux équations (£2) se met sous la forme ({37 avec p = 2, en posant

et en considérant F' définie par

kL — ARL
T Y = R2, F(t.Y) = ’
vteln,T), ¥ (R) €R5 (t.Y) (—szR—i— BRL)

et

Simulations numériques en cours de rédaction
4.8.3. Exemple de la section [4.1.3]

On renvoie a l’exercice de TD [4.4]

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBIif N. Débit & J. Bastien



4.9. UN EXERCICE TYPE A SAVOIR TRAITER PARFAITEMENT 113

4.9. Un exercice type a savoir traiter parfaitement
Enoncé

On étudie ’équation différentielle
vt e [0,T], o (t)=cos(t)+1/10y(t)*, (4.70a)
y(0) =1, (4.70Db)
avec T = 1. On pose, pour N € N*, h = T/N et, pour tout n € {0,..., N}, t, = hn. On choisit N = 5.

Déterminer y,,, les approximations de y(t,), pour n € {0,...,5}, avec le schéma d’Euler progressif (dit aussi
d’Euler explicite) , de Runge-Kutta d’ordre 2 et de Runge-Kutta d’ordre 4 pour le probléme ([{70).

Corrigé
En posant £, =1 et
f(t,y) = cos(t) + 1/10 42, (4.71)
I'équation différentielle
Ve e [0,T], o (t)=cos(t)+1/10y(t)?, (4.72a)
y(0) =1, (4.72D)
est équivalente a
vt e [0,T], y'(t) = f(t y(t), (4.73a)
y(0) = . (4.73D)

On calcule pour n € {1,...,5}, les approximations y,, =~ y(¢,).

[ [ |
0 | 1.00000000
1.22000000
1.44578132
1.67179919
1.89276456
2.10375706

QU =W | N~

TABLE 4.2. Solutions approchées avec Euler explicite

Les résultats sont donnés dans les tableaux [A£.2] 3] et 4] obtenus en utilisant les définitions ET3] EI8] et
4. 19
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(7] yn

0 | 1.00000000
1.22289066
1.44894863
1.67264408
1.88868540
2.09213115

U= W| N+~

TABLE 4.3. Solutions approchées avec RK2

L7 ] yn

0 | 1.00000000
1.22344942
1.45002001
1.67415723
1.89054577
2.09422177

U] W|I N+

TABLE 4.4. Solutions approchées avec RK4
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Chapitre 5
Systémes d’équations linéaires
5.1. Théorie

Voir le texte suivant : http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/coursMNBifA17_systlin.pdf

5.2. Trois exercices type a savoir traiter parfaitement
Enonceé 1

Résoudre le systéme linéaire suivant par une méthode d’élimination de Gauss avec pivotage partiel :

12 1\ /= 3
1 2 3| [z] =15
4 1 3) \as 4

Corrigé 1

On obtient la matrice triangulaire supérieure suivante

4 1 3
_ 709
M=10 1 3
0 0 -2
avec un second membre égal a
4
c=| 4
-2

La résolution du systéme triangulaire supérieur fournit donc la solution

0
X=11
1

Enoncé 2

Résoudre le systéme linéaire suivant par une méthode d’élimination de Gauss avec pivotage global (total) :

1 2 3\ /=1 4
1 0 5)[ae] =114
2 3 1) \as -5

Corrigé 2

On obtient la matrice triangulaire supérieure suivante


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/coursMNBifA17_systlin.pdf

116 5. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

avec un second membre égal a

o l'on a opéré la permutation des colonnes données par {3,2,1}. Aprés permutation des colonnes, on a donc
la solution

-1
X=|-2
3
On peut vérifier que
4
AX =114 | =8B.
-5

Précisons la phase de transformation de la matrice en une matrice triangulaire supérieure :
— La matrice augmentée est

3 4

5 14

1 -5

1 et C3. Le tableau des indices passe de {1, 2,3} 4 {3,2,1}.

1
1
2

w O N

Q

— Premiére étape : on permute Ly et Ly, puis
La nouvelle matrice augmentée est donc

5 0 1 14
3 2 1 4
1 3 2 -5

On effectue ensuite les opérations de lignes
L2 — L2 — —Ll,
L3+ L3 — ng

La nouvelle matrice est donc

50 1 14
2 22
03 5 —%

— Deuxiéme étape : on permute Lo et Ls. La nouvelle matrice est donc

5 0
0 3
0 2

[SAINIS kol ol

On effectue ensuite 'opération de ligne

2
L3+ L3 — §L2
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La nouvelle matrice est donc

5 0 1 14

9 39

0 3 34 F

00 -5 3
Enoncé 3
Soit le systéme linéaire suivant AX = b ou

1 1 1 12
A=11 7 3|, b= 52
1 16 15 130

(1) Calculer la factorisation LU de la matrice A. (La factorisation LU est celle définie en cours avec une
matrice U ayant des 1 sur la diagonale).

(2) En déduire la solution du systéme en utilisant les algorithmes de remontée et de descente.
Corrigé 3

(1) On obtient la matrice triangulaire U supérieure suivante

1 1 1

_ 1

U=10 1 3

0 0 1

et la matrice triangulaire L inférieure suivante

1 0 0

L=1[1 6 O

1 15 9

(2) Le systéme Az = b est équivalent & LUz = b et donc aux deux systémes équivalents que ’on résoud
successivement : Ly = b et Uz = y. La résolution de Ly = b fournit
12
y=| 2%
2

et la résolution de Ux = y fournit finalement

4
r= |6
2

(3) On peut vérifier finalement que la solution est correcte :






Chapitre 6

Paradoxes

Si le temps le permet, nous essayerons de clore ce cours par une présentation de petits paradoxes. Vous
constaterez que, peut-étre, vous manipulez des choses par habitude, en en oubliant les raisons. La référence qui
suit sera présentée de fagon abrégée, lors du dernier CM.

Voir |Bas14b].

On pourra aussi consulter http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA/zetetique/paradoxes_enplus_papier.
pdf

119


http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA/zetetique/paradoxes_enplus_papier.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/INSA/zetetique/paradoxes_enplus_papier.pdf




Annexe A
Etude théorique d’un probléme de moindres carrés

A.1. Rappels sur la régression linéaire

Les coordonnées (z;,¥i)<,;<, €¢tant connues (de facon expérimentale ou par mesure), on cherche donc a

résoudre le probléme suivant :

n
trouver (a,b) qui minimise S = Z (az; +b— yi)2. (A1)
i=1
La quantité S est appelé ’écart entre les données et la droite d’équation ¥ = aX + b. Ce probléme s’écrit
aussi : trouver le couple (ag, bp) tel que

n

V(a,b) € R?, Z (aozi +bo — yi)* < Z (azi +b—y;)° (A.2)

=1 =1

FIGURE A.1. le principe de la droite de régression linéaire

Voir la figure [A1l

On peut expliciter les coefficients ag et by en fonction de (2;,¥i);<,;<, ; voir par exemple la rubrique
"régression linéaire" de Wikipédia (http://fr.wikipedia.org/wiki/Réér;ssion_linéaire).

Voir par exemple la figure [A.2 page suivante] ot sont tracés les points expérimentaux (2;, ), <<, deux
droites différentes correspondant & deux couples (a,b) avec les écart associés et la "meilleure droite". Sur cette

figure,
— les points de coordonnées (i, ¥i),<;<,, sont représentés par des carrés noirs;
— les points de coordonnées (x;, ax; j1—6) 1<i<n Sont représentés par des ronds bleu;
— deux droites sont tracées en noir et la "meilleure" en rouge. Cette droite a une pente a positive.
Cette figure, faite sous R, est extraite de [Bas12, chapitre 4].
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Le nuage Le critere d’ajustement
40 40
[ | [ |
35 35
|
30 | 30
|
25 m 25
[ N |
20 20
a "
15 | 15
Donnees Ecart = 79.85
10 10
T T T T T T T T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80 20 30 40 50 60 70 80
Le critere d’ajustement La meilleure droite
40 40
35 35
30 30
25 25
20 20
15 15
Ecart = 30.85 Ecart = 19.58
10 10
T T T T T T T T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80 20 30 40 50 60 70 80

FIGURE A.2. la droite de régression linéaire

A.2. Théorie

Pour plus d’information sur les systémes au sens des moindres carrés, on pourra consulter [Cia82].
De facon plus générale, on se donne n > p deux entiers non nuls, b un vecteur de R", A = (aij) 1<i<n, UnE
1<j<p
matrice de M, ,(R), on cherche & trouver le vecteur X qui vérifie le systéme sur-déterminé AX = b

P
ViE {1,...,TL}, Zaijzj :bi, (Ag)
j=1
mais au sens des moindres carrés : on veut trouver X tel que la quantité
n p 2
Z aij:cj - bj (A4)
=i \s=1

soit minimale.

Dans les calculs de régression linéaire (c’est-a-dire, trouver la droite qui passe le plus proche d’un nuage
de points donnés), c’est ce que 'on fait en section [A1]

On cherche donc & résoudre

| Azo — bll3 = inf [ Az — bll5. (A.5)
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ol n > p sont deux entiers non nuls, A est une matrice donnée de M,, ,(R), b est un vecteur donné de R™ et zg
est I'inconnue dans RP. Voir la section [A3] pour les rappels sur la norme ||.||,. On écrit parfois que 1'on résout
le systéme «rectangulaire»

Az =D, (A.6)
au sens des moindres carrés.
LEMME A.1. Sila matrice A est une matrice de My, ,(R) de rang p, alors *AA est inversible.
DEMONSTRATION. II suffit de vérifier que, pour tout vecteur x € RP,
PAAz =0 = 2 =0.
Si le vecteur de RP, *AAx est nul alors ‘z AAz est nul et donc, par définition
|Az|, = "(Az)(Az) ="z AAz = 0,

et donc Az = 0. Ainsi z appartient au noyau de A. D’aprés la relation rang-noyau, on a dim(KerAd) =
rg(A) — n = 0, par hypothése. Ainsi, le noyau de A est réduit a {0} et x est donc nul. O

On peut donc en déduire le résultat suivant :

PROPOSITION A.2. On suppose que la matrice est de rang p. On note xy défini par

zo = (FAA) T (1AD). (A7)

La solution de (AR) est unique est égale a xg et on a
| Ao — bll, = min 4z b (A8)
DEMONSTRATION. Voir [Cia82]. O

A.3. Rappels sur la norme Euclidienne
On rappelle que |||, définit la norme Euclidienne usuelle sur R? :

Z1

(A.9)

Zp
ou 'C désigne la matrice transposée de la matrice C. Cette norme est associée au produit scalaire < .,. > défini
par
Vo, y e RP, < x,y >=lxy. (A.10)

Pour un rappel sur les normes, on pourra consulter 'annexe A de [BMO03]| ou |Sch01]].






Annexe B

Définition et utilisation de la fonction W de Lambert

On pourra consulter par exemple https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_W_de_Lambert

B.1. Définition de la fonction W de Lambert
On cherche a résoudre ’équation suivante : pour z € R donné, on cherche w € R tel que
we” = z. (B.1)
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION B.1 (les deux branches Wy et W_; de la "fonction"de Lambert).
o Siz< f%, il n'eziste aucun w € R solution de (BJ) ;
e Il existe une unique fonction Wy de [—1,+oo[ dans [—1,+00[ telle que (BI) est équivalent ¢ w =
WO (Z) 5
e Il existe une unique fonction W_y de [—1,0[ dans |—o0, —1] telle que (BI)) est équivalent aw = W_1(2).
Cela est équivalent a dire : Pour tout z € R :
o Siz< f%, Iéquation [BI) n’a pas de solution ;
o Siz=—1 laseule solution de (BI) est donnée par

v (1) e (1) o2

o Size]— %, 0[, les deuz solutions distinctes de (B.I)) sont données par
w=W_i(z), (B.3a)
w = Wy(z); (B.3b)
e Siz € 0,400[, l'unique solution de (BI) est donnée par
w = Wy(z). (B.4)
DEMONSTRATION. Il suffit d’étudier la fonction f définie sur R par
VweR, f(w)=we", (B.5)

dont la dérivée est donné par

VweR, f(w)=(1+w)e", (B.6)
strictement positive sur | — 1, +00] et strictement négative sur | — co, —1[. On en déduit le tableau de variation
de f, que 'on compléte grace a

Jm f(w) =0,
GHm  f(w) = +oo,
f-1)=-3,
f(0)=o0.
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signe de v'(x) - 0 +
variations de \ (;/
v . /

TABLE B.1. Tableau de variation de f

Voir le tableau [B.1 et les figure et

Compte tenu du tableau [B.1] on constate que
— limage de R par f est égale a [—1/e, +00[;
— [ est strictement décroissante sur | —oo, —1] et définit donc une bijection de |—oo, —1] sur f(]—o0, —1]) =

[7 1/67 0[ 5
— [ est strictement croissante sur [—1, +oo[ et définit donc une bijection de [—1, 4o00[ sur f([—1,+o0[) =
[—1/e, +o0.
Voir les figures et On peut donc conclure a partir de ces éléments. (I

B.2. Utilisation de la fonction W de Lambert : résolution de I'équation ae® +bx +c =10

LEMME B.2. Soient a, b et ¢ trois réels, a et b étant non nuls. On pose

c
A= %e_z?. (B.7)
L’équation
ae” +br+c=0, zeR, (B.8)
admet
e aucune solution si A < —% ;
e une unique solution x si A = —%, donnée par
c
e deux solutions deux & deux distinctes xg et x_1 si A appartient a | — %, 0[, données par
c
Ty = 75 — Wk(A>, vk € {0, *1}, (BlO)
e une unique solution x si A appartient a [0, +oo[, donnée par
x:—%—WO(A). (B.11)
DEMONSTRATION. L’équation (B.S) est successivement équivalente & (puisque a et b sont non nuls)
a , c ( c) b _,
—' == (—r—-)-eT=-1
b T b e ’
c
c -~ a —7
— (—x—=)e % b==¢ b
(e i=th
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Branche W
251 Branche W—l

Branche W T

Branche w,

15

0.5

05 L L L L L L I I I I

I
I
|

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 -0.5

0.5 1 15 2 25 3
(a) La fonction f et les deux branches Wy (en vert) et (b) La fonction f~! et les deux branches Wy (en vert)
W_1 (en bleu). et W_1 (en bleu).

0.5 1 15 2 25 3

-6 L L L I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1

(c) la branche W_;. (d) la branche Wp.

0.1 -0.5

Ficure B.1. La fonction f et les deux branches Wy et W_j.

cela est équivalent, en posant

C
X = — Z
X b,
_¢
A= %e b,
a
Xe¥ = A. (B.12)

11 ne reste plus qu’a appliquer les résultats de la proposition [B] qui donne X en fonction de Wi (A) et donc
z de la forme (selon les valeurs de A) :

z = ,g — Wi(A).
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B.3. Utilisation de la fonction W de Lambert : résolution de I'équation z* = z

On cherche & résoudre I’équation suivante : pour z € R donné, on cherche z € R tel que

% = z. (B.13)
Si x existe, on a nécessairement
z > 0. (B.14)
L’équation (BI3) est équivalente a
em Inxz __ P

soit encore
rlnz =Inz,

et donc
Inze™® =Inz,

et donc encore

XeX =Inz. (B.15)
ou
X =lnz. (B.16)
D’apres la section [B.] cette équation a une solution supérieur & —1 unique, si In(z) > —1/e et donc si
z>e k. (B.17)
Cette solution est donnée par
X =W(lnz),
et, d’apres (B16)
T = eW(ln z)7
et d’aprés I'équation (B, on a finalement
Inz 1
_ > = B.18
v W(nz) ~ e ( )
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Annexe C

La primitive est ’opération inverse de la dérivation (sous forme
d’exercice)

Nous proposons dans cette annexe de montrer de facon un peu rigoureuse, que l'opération inverse de
I'intégration est bien la dérivée., c’est-a-dire que la dérivée de la primitive et une primitive de la dérivée

coincident avec l'identité.

Enoncé

Soit v une fonction continue sur un intervalle [to, T

On pose

¢

Vit € [to, T], x(t) =0 Jr/ v(s)ds.

to

(1) Montrer que
_ 1 t+h
M - / o(s)ds.
t

(2) On suppose que la fonction v est continue en ¢, ce qui s’écrit

v(s) = v(t) +e(s),

avec
llgi g(s) =0.

En déduire, en passant a la limite quand h tend vers zéro que
2 (t) =v(t)

(3) En déduire aussi que si on pose

Ve ft, T], V(t) = / "o (8)ds,

to

alors
V(t) =v(t) — v(to).

Corrigé

(1) Par définition

z(t+ h}z —a(t) _ % (ffo . /t:Jrh v(s)ds — o — /t: v(s)ds) ,
- % </t:+h v(s)ds + /tto v(s)ds> ;
:%/tt+hv(s)ds.
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130 C. LA PRIMITIVE EST L’OPERATION INVERSE DE LA DERIVATION (SOUS FORME D’EXERCICE)

(2) On en déduit que

h h
) 1 [tth
= U;)/t ds + E/t e(s)ds,
1 t+h
=v(t) + E/ e(s)ds,
t
et donc que
z(t 4 h) — x(t) 1 /”h 1 /
—= —v(t)| = |+ d <= ds <
h v =g ), e Sl S dpax o)

Quand A tend vers zéro, cette derniére quantité tend vers zéro, ce qui nous permet de conclure.

(3) D’aprés ce qui précéde, on a
donc V — v est constant et donc

On conclue en évaluant cela en tg :

et donc
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Annexe D

Formules d’intégration élémentaires a 0, 1 et 2 points

Dans cette annexe, nous établissons simultanément les formules d’intégration élémentaires & 0, 1 et 2 points
équirépartis, c’est-a-dire celle du rectangle a gauche (voir (Z26))), du trapéze (voir (2.33))) et de Simpson (voir
@36))) sur lintervalle [a, b], grace a la formule générale [Z21)). Pour cela, on considére le support {xg, x1,x2}
de [a, b] défini par

xo = a, (D.1a)

Tl = b, (le)
b

To =m = a;r . (D.1c)

On détermine tout d’abord le polynome Iy de f sur le support {xo}, puis II; de f sur le support {zo,z1}
et enfin Iy de f sur le support {xo,z1,z2}.

zi \ k 0 1 2
To = a ‘f(a)‘

, —2f(m)+ 1 (b)+ f (a)
(—b+a)

r1 =0 f(b)

—f(m)+f(b)
-2 —b+a

2o =1/2a+1/2b| f(m)

TaBLE D.1. Différences divisées de f.

Voir le tableau [D.I] ou figurent les différences divisées fla] = f[zo], fla,b] = flzo,x1] et fla,b,m] =

f[:COwrlwrQ]-
On obtient successivement de fagon immédiate
Io(z) = f(a),
et donc

Ensuite, d’aprés (L38) avec n =1, on a
b b b
/ Iy (z)dx = / Iy (z)dx —|—/ fla,b](x — a)dz,
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132 D. FORMULES D’INTEGRATION ELEMENTAIRES A 0, 1 ET 2 POINTS

et donc, on obtient successivement

b b
[ W@ = @ -0+ [ flablw - ayis,

f() = f(a) (b—a)?
b—a 2 7

(2f(a) + f(b) = f(a))

—a

2

= f(a)(b—a)+
b

et donc b b
/ M (@)de = 22 (f(a) + £(8))

Enfin, d’apres (L3])) avec n =2, on a
b b b
/ Iy (x)dx = / IT; (x)dx Jr/ fla,b,m](z — a)(xz — b)dz,

et donc, on obtient successivement

b . b
[ el = 222 (4(@) + £0) + fla.bom] [ (o~ o) ~ D)

= 252 )+ S0) — g Slasbomlo— o),
Cbea e Lm0 m EFO) ),
=T U@+ ) - g2 T 6

b (b—a)
) - 5@ 20 + 10,

2
et donc
b b—a
[ et = 252 (@) + 4fm) + £0)).
Bref, on a
b
/ Iy (z)dx = f (a) (b—a), (D.2a)
b —a
[ m@e =252 (@) + £(0). (D.2b)
b —a
[ et = 22 (fa) + 4f0m) + £0)). (D.2¢)
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Annexe E

Formule d’intégration élémentaires & 4 points

Comme dans I'annexe [D] nous établissons simultanément la formule d’intégration élémentaire & 4 points
équirépartis sur Uintervalle [a, b], grace a la formule générale (Z21]). Pour cela, on considére le support {zg, z1, 22}
de [a, b] défini par

To = a, (E.1a)
h—
Ty =a+ 3a’ (E.1b)
5"'2—“+2b;a (E.1c)
T3 =0 (E.1d)
—f1 + fo
g_J- TJ7
—b+a
f2-=2f1+f0
x1=2/3a+1/3b| fI 9/2—— =
/ / (— b+a)’
g =f2+f1 9/2 —f3+3f2-3f1+f0
—b+a
(— b+a)
xo=1/3a+2/3b| f2 9/2f3 iﬁ:rfz
3—f3+f2
—b+a
x3="> f3

TaBLE E.1. Différences divisées de f.

Voir le tableau [E.T] ou figurent les quatre différences divisées utiles, ou, pour 0 < i < 3, fi = f(z;).
On obtient successivement :

/a Mo () = f () (b—a), (E.22)
/abﬂl(x)dx — 12 (f(a) =3 F(2/3a+1/3b)) (—b+a), (E.2b)
/abﬂg(x)dx /4 (F (@) +3F(1/3a+2/3B)) (=b+a), (F.2)
/abﬂg(x)dx = 18 (F(b)+3F(2/3a+1/3b)+3F(1/3a+2/3b)+ f () (~b+a). (E.2d)
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On a donc s
b
/ s (x)de = (b—a) Y W;f(xi), (E.3)
a i=0
ou
Wo = 1/8,
Wy = 3/8,
Wy = 3/8,
Wy =1/8.
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Annexe F

Formules d’intégration élémentaires & 3 et 4 points et erreur
associées (sous forme de problémes corrigés)

Ces deux problémes sont trés proches d’un exercice donné a ’examen de MNB a 'automne 2019. Ils
permettent d’établir & la fois les formules d’intégration élémentaires a 3 (méthode de Simpson) et 4 points et
de montrer les formules d’erreurs associées.

Premier énoncé

Soient a et b deux réels tels que a < b. Considérons n = 2 et le support d’interpolation & 3 points, défini

par
xo = a, :El:a;Lb, xo =b. (F.1)

Soit f, une fonction continue sur U'intervalle [a,b]. On consideére la formule de quadrature
Q(f) = Wof(xo) + Wi f (z1) + Waf (z2) (F.2)

pour approcher numériquement l'intégrale

1(f) = / f(z)d. (F.3)

(1) (a) Montrer que le degré d’exactitude de la formule de quadrature @ est supérieur ou égal a 'entier n
ssi

b
Vie{0,...,n}, W;= / li(x)dz, (F.4)
ot pour tout i € {0,...,n}, |; désigne le polynéme d’interpolation de Lagrange sur le support

{wo, ceey .Z‘n}
(b) Déterminer les polynomes de Lagrange, en supposant, pour simplifier que
a=0, b=1. (F.5)
(¢) On suppose que le degré d’exactitude de la formule de quadrature est au moins n. En déduire la
valeur des poids W; pour tout i € {0, ...,n}, toujours sous 'hypothese (E.5).

(d) Pour toute la suite, on admettra, que sans 'hypothése (E.3), les poids W; pour tout i € {0,...,n}
sont donnés par

W; = (b—a)W;, (F.6)

ol les poids /V[v/z pour tout i € {0, ...,n}, sont ceux déterminés dans la question [Id, sous ’hypothése
E5).

Quelle formule du cours reconnaissez-vous ?

(2) (a) La formule de quadrature @ étudiée peut-elle étre de degré d’exactitude strictement plus grand que
n 7 Déterminer dans ce cas le degré r € N d’exactitude.
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(b) (i) On admet que si le degré d’exactitude de la formule de quadrature est égal a r, alors, on a :

Il existe o # 0 tel que, pour toute fonction f € C"'[a, b],

I(f) = Q(f) = alb — a) 2 fUFD(E), ou € € [a,0].  (F.7)

Comment ce résultat et les calculs d’ordre de la question 2al permettent-ils de déterminer la
constante o de ce résultat ? On utilisera la formule (7)) pour une fonction f judicieusement
choisie.

(ii) Grace a cela retrouver le résultat du cours sur l'erreur commise dans la méthode élémentaire de
Simpson.

Premier corrigé

On pourra consulter :

— Tannexe [G ou les exercices 2.3l 2.4] ou des TD qui proposent une maniére alternative pour étudier
les formules de quadrature.

— Pour plus de détails sur les formules de Newton-Cotes, qui généralise les formule de quadrature étudiée
ici on pourra consulter [CM84] et plus particulierement le chapitre 2 et I’exercice 2.3 ou encore
http://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Newton-Cotes
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt40/medianMT40_A03.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt40/mediancorrigeMT40_A03.zip

Dans tout ce corrigé, on note n = 2.

(1) (a) e Silaformule de quadrature Q(f) est de degré d’exactitude au moins r > n, alors elle est exacte
pour [, pour j fixé, le polynome de Lagrange de f sur le support {xo,...,z,} puisqu’il est de
degré n. On a donc

et donc
b
/ l](l')dl' = ZWJJ(,%Z)

On utilise 'équation (LI3]) et on obtient donc
b n
/ lj (SC)dSC == Z Wiéij,
@ i=0

et donc
b

e Réciproquement, soit P un polynéme de degré au plus n. Montrons que Z(P) = Q(P). On a
successivement
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D’aprés 1’équation (I9)), on a donc

= / b I, (P)(z)dz.

Puisque P est un polynome de degré au plus n, on a donc II,,(P) = P, ce qui achéve la preuve.

(b) Sous 'hypothese (L) de I’énoncé, on obtient aprés calculs :

lo(x) =22% =32 +1; (F.8a)
Ih(z)=—42® +4x; (F.8b)
lo(x) =222 — . (F.8c)

(¢) Puisque que le degré d’exactitude de la formule de quadrature est au moins n, d’aprés le résultat
de la question [Tal on a

vie{0,..n}, W= /b () da, (F.9)

et donc, d’aprés expression obtenue dans la question [Ih] et sous I’hypothése (E.5) de I’énoncé, on
obtient apreés calculs :

Wo=1/6; (F.10a)
Wy =2/3; (F.10b)
Wa = 1/6. (F.10¢)

(d) Si on admet I'équation (E.6) de I’énoncé (dont on pourra par exemple trouver une preuve dans
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt40/medianMT40_A03.zipet http://utbmjb.chez-alice.
fr/UTBM/mt40/mediancorrigeMT40_A03.zip), grace a (F.10), on obtient donc I’expression suivante

de Q(f) : .
Q(f) = 5 (b —a)(f(a) +4f((a +b)/2) + f (b)), (F.11)

ce qui d’apres le tableau est exactement la méthode élémentaire de Simpson.

(2) (a) D’apres la question [Ial les poids W; ont été déterminés de telle sorte que la méthode soit de degré
au moins n. Rien n’interdit qu’il ne soit pas plus grand. On essaye les différentes valeurs p > n +1
et pour ces valeurs, on détermine successivement pour f = XP, Z(f) — Q(f). Si Z(f) — Q(f) est
non nulle pour f = X", le degré est exactement n. Sinon, on détermine la plus grande valeur de
p pour laquelle Z(f) — Q(f) est nulle ce qui fournit le degré. Ici, on obtient, apreés calculs,

pour p=3, I(XP)—-Q(X?)=0, (F.12a)

(X" -Q(x") = 1—;0 (a—b)° #0. (F.12b)

On obtient donc le degré r défini par
r=3. (F.13)
REMARQUE F.1. Ce degré est conforme au tableau de la remarque
(b) (i) Si on applique la formule (EX7) de I’énoncé a la fonction f = X" on a fO+D(€) = (r + 1)),
indépendamment de £ et donc
Z(X™) -Q (X" =alb—a) 2 (r+1)!

Le terme Z (X" 1) — Q (X"!) est exactement la premiére erreur non nulle, déterminé en ques-

tion 2al On a donc T (X7 —Q (X7+1)
o = (b - a)r+2(r + 1)| . (F14)
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(ii) Ainsi, en utilisant (E12D) et (EE13)), on aboutit donc a
5 5 5
_ 5 (@ —b) _ 5 (a—b) :1—é0(a—b)
alb—a)"t2(r+1)  (b—a)"2(r+1)! (b—a)b4! ’

et donc, aprés simplification,

1

T 28807
Grace a la formule (EX7) de I’énoncé et (EL15), on vient donc de montrer I'expression de l'erreur
commise dans la méthode élémentaire de Simpson, comme annoncé dans le tableau Cette

(F.15)

fagon de procéder peut se programmer informatiquement et constitue une preuve rigoureuse (en
admettant néanmoins 'équation (E.7) de 'énoncé) de I'expression de l'erreur commise.

Plus de détails pourront étre trouvés dans 'annexe [Glet particuliérement dans la remarque [G.5

Second énoncé

Soient a et b deux réels tels que a < b. Considérons n = 3 et le support d’interpolation & 4 points, défini

par
z0 = a, $1=a+%(b—a), QCQZG—I—%(I)—G), x3 =b. (F.16)
Soit f, une fonction continue sur Uintervalle [a, b]. On consideére la formule de quadrature
Q(f) = Wof(zo) + Wif (z1) + Waf (x2) + Waf (x3) (F.17)

pour approcher numériquement l'intégrale

b
(1) = [ fla)da, (F.18)

(1) (a) Montrer que le degré d’exactitude de la formule de quadrature @ est supérieur ou égal a 'entier n
ssi

b
vie {0}, W :/ () da, (F.19)
ou pour tout i € {0,...,n}, ; désigne le polyndme d’interpolation de Lagrange sur le support
{zg, ..., zn}.

(b) Déterminer les polynomes de Lagrange, en supposant, pour simplifier que
a=0, b=1. (F.20)

(¢) On suppose que le degré d’exactitude de la formule de quadrature est au moins n. En déduire la
valeur des poids W; pour tout i € {0, ...,n}, toujours sous I'hypothese (E20).

Pour toute la suite, on admettra, que sans 'hypothése (£20), les poids W; pour tout ¢ € {0, ...,n}
sont donnés par

W; = (b— a)Wi, (F.21)
ou les poids Wi pour tout i € {0, ...,n}, sont ceux déterminés dans la question [Id sous ’hypothése
(E20).
(2) (a) La formule de quadrature @) étudiée peut-elle étre de degré d’exactitude strictement plus grand que
n 7 Déterminer dans ce cas le degré r € N d’exactitude.

(b) (i) On admet que si le degré d’exactitude de la formule de quadrature est égal a r, alors, on a :

Il existe o # 0 tel que, pour toute fonction f € C"'[a, b],
I(f) = Q(f) = ab —a) 2 fUFD(E), ou & € [a,b].  (F.22)
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Comment ce résultat et les calculs d’ordre de la question 2al permettent-ils de déterminer la
constante a de ce résultat ? On utilisera la formule (F.22]) pour une fonction f judicieusement
choisie.

(i) Grace a cela déterminer la constante o de la formule de quadrature étudiée.

Second corrigé

Dans tout ce corrigé, on note n = 3.

(1) (a) Voir preuve dans la démonstration du lemme [Z33]
(b) Sous I'hypotheése (E.20) de I’énoncé, on obtient aprés calculs :

lo(x) = —9/22% +92% —11/22+1; (F.23a)
27 45

hiz) =5 z® — 5 2+ 9x; (F.23b)

12(1'):*71' +182z° —9/2x; (F.23c)

I3(x) =9/22° - 9/22% + x. (F.23d)

(¢) Puisque que le degré d’exactitude de la formule de quadrature est au moins n, d’aprés le résultat
de la question [Tal on a

b
Vi e {0,..,n}, W;= / l;i(x)dx, (F.24)

et donc, d’apreés I'expression obtenue dans la question [[H et sous 'hypothése (L20) de 1’énoncé, on
obtient aprés calculs :

Wy =1/8; (F.25a)
W, = 3/8; (F.25D)
Wy =3/8; (F.25¢)
Wi = 1/8. (F.25d)

(2) (a) D’apreés la question [Ia], les poids W; ont été détermineés de telle sorte que la méthode soit de degré
au moins n. Rien n’interdit qu’il ne soit pas plus grand. On essaye les différentes valeurs p > n + 1
et pour ces valeurs, on détermine successivement pour f = X? Z(f) — Q(f). Si Z(f) — Q(f) est
non nulle pour f = X"*+!, le degré est exactement n. Sinon, on détermine la plus grande valeur de
p pour laquelle Z(f) — Q(f) est nulle ce qui fournit le degré. Ici, on obtient, aprés calculs,

1
T(X") QX)) =5 (a— b)” # 0. (F.26)
On obtient donc le degré r défini par

r=3. (F.27)

(b) (i) Si on applique la formule ([F22) de Iénoncé a la fonction f = X"+ on a fr+D(¢) = (r + 1)1,
indépendamment de £ et donc

Z(X™) —Q(X™) =ab—a) T (r+1)

Le terme Z (X7 *1) — Q (X"!) est exactement la premiére erreur non nulle, déterminé en ques-

tion [2al On a donc ( +1) ( +1)
CI(XT) QX"
a= (RS (F.28)
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(ii) Ainsi, en utilisant (E26)) et (E27), on aboutit donc a
5 5 5
75 (@ —b) _ 755 (a—b) ZQ—;O(a—b)
alb—a)™2(r+1)  (b—a)t2(r+1)! (b—a)®4! ’

et donc, aprés simplification,

o=

- F.29
& 76480 (F.29)
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Annexe G

Formules d’intégration élémentaires de Newton-Cotes (sous forme
d’exercice corrigé)

Cet exercice a été donné a l’examen de MNB en Mécanique & "automne 2017.

EXERCICE G.1.
Soit f, une fonction continue sur I'intervalle [0, 1]. On considére la formule de quadrature

QUf) =Wof(0) + Wi f(1/2)+ W2 f (1), (G-1)

pour approcher numériquement l'intégrale

1
2(5) = | fa)d.
0
(1) (a) Trouver les poids Wy, Wy, Ws tels que la formule intégre exactement les polynomes jusqu’au degré

2. On exprimera ces coefficients sous forme rationnelle.

(b) On propose dans cette question de procéder autrement pour éviter le calcul de I'inverse d’une
matrice.

(i) Calculer TI5(f), le polynéme d’interpolation de f aux nceuds 0, 1/2, 1 en fonction de f (0),
f(1/2), f(1).
(ii) Calculer
1
I(1a(f) = | Talf)(a)da, @2)
0

en fonction de f(0), f(1/2), f(1).

(iii) En justifiant et en utilisant I'égalité de Q (IT2(f)) et de Z(Tz(f)), en déduire de nouveau I'ex-
pression des poids Wy, Wy, Ws .

(2) Calculer le degré d’exactitude de cette formule.

(3) (a) Utiliser la formule de quadrature trouvée pour donner une approximation numérique de U'intégrale

1 2
I:/ e ¥ dzx.
0

(b) Quelle est lerreur alors commise ?
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G. FORMULES D’INTEGRATION ELEMENTAIRES DE NEWTON-COTES (SOUS FORME D’EXERCICE CORRIGE)

CORRECTION DE L’EXERCICE G.1.
On renverra aussi a I'exercice de TD 23] proche de cet exercice!
Pour toute la suite, les noceuds interpolant sont notés xq, ...., x,.

(1) (a) Par linéarité des fonctions f — I(f) et f — Q(f), U'exactitude de la formule de quadrature sur

I’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur & 2, de dimension 3, est équivalente
a l'exactitude de la formule de quadrature pour les vecteurs de la base canonique de cet espace
vectoriel, c’est-a-dire pour les fonctions définies par

eo(z) =1, e(z) =2, esz)=2"

Cela donne le systéme linéaire suivant

11 1 1
0 1/2 1|c=1{1/2], (G.3)
0 1/4 1 1/3

ou C est le vecteur des coefficients W; recherchés. On peut le résoudre & la main ou matriciellement
pour obtenir :
1/6
C=12/3]. (G.4)
1/6

REMARQUE G.1.

La matrice intervenant dans le systéme linéaire ((C.3)) est en fait la matrice de Vandermonde suivante,
correspondant aux points x; donnés par

h=((b—-a)/n, Vie{0,..,n}, x;=a+ih, (G.5)
avec,icin=2eta=0,b=1:
1 1 1 1 1
o X1 Xro Tn—1 Tn
2 2 2 2 2
x5 x] x5 .. x4 X
D, = _ " "l (G.6)
e N o S o
xh b Th . Tp_q T

Notons que cette matrice peut s’inverser en théorie en utilisant les polynémes de Lagrange! Voir
[BMO03, Exercice 2.5 p. 55]. Notons que dans le cas n = 2, I'inverse explicite a été calculé dans cet

exercice :
T1T9 T+ X2 1
(o — 1) (o —w2) (w0 — 1) (w0 —x2) (20 — 1) (W0 — T2)
D71 _ T2 _ o + T2 1
2 (£E1 - xo) (ZE1 - £E2) (501 - xo) (£E1 - £E2) (£E1 - ZEO) (ZE1 - £E2) ’
o1 XTo + 1 1
(x2 — o) (w2 —w1) (22 —@0) (22 —x1) (22 — 20) (72 — 71)

ot les x; sont donnés par (G.5). Ici, on a explicitement

1 -3 2
Dy'=(0 4 -—4]. (G.7)
0 -1 2
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Si on veut l'inverser directement, on notera que cette matrice est sensible & I'inversion numérique

(car elle a un conditionnement important quand n grandit). Il est préférable d’utiliser la méthode

de la question [IB] pour la calculer pour n grand.

(b) (1)

Pour calculer TI2(f), le polynome d’interpolation de f aux nceuds 0, 1/2, 1 en fonction de f (0),
f(1/2), f(1), on utilise la forme de Newton, en prenant bien soin de laisser les valeurs de f (0),
f(1/2), f(1) générique, comme le montre la suite.

n=0 [[f0)]

[2£(1/2)-27(0)]
n=1/2| f(1/2) 27 (1)~ 47 (1/2) +2£(0)]
2/ (1) ~2£(1/2)

T2 =1 f)

TABLE G.1. Différences divisées de f.

Pour calculer le polynéme sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences
divisées f|x;,...,7;1x] données dans le tableau Ensuite, on n’utilise plus que les différences
divisées qui sont encadrées et le polynome interpolateur de degré 2, Il5(f), est donné par la
formule :

o (f)(x) = Z Flz0, oy i) (T — 20). (T — T4m1). (G.8)
Ici, on a donc : =
o (f)(@) = flzo] + flzo, 21](x — o) + flwo, 21, w2](z — mo)(x — 21).
On a successivement
r—x9=2x,
(x —xo)(x —21) = 2% — 1/2.

Apreés calculs, il vient :

o (f)(x) = 22 (1) — 42 f (1/2) + 227f (0) + 42f (1/2) = 32 (0) — = f (1) + £ (0). (G.9)

(i)

(iii)

L’intégrale I(Hg (f)) définie par

Z(Ia(f)) :/0 I (f)(x)da, (G.10)

s’obtient en intégrant le polyndme Ilz(f) qui vient d’étre déterminé. En intégrant les fonctions
1, x et 22, sur [0, 1], on obtient donc finalement

Z(Ia(f)) =1/6 f (1) +2/3 f(1/2)+1/6 f(0). (G.11)

On cherche & trouver les coefficients W; de telle sorte que la formule de quadrature intégre
exactement les polynémes jusqu’au degré 2. Cela est donc équivalent & ce qu’elle soit exacte
pour IIx(f), pour toute fonction f, puisque Il3(f) est un polyndme de degré au plus 2. Clest
donc équivalent a I'égalité de Q (TIz(f)) et de Z(Iz(f)). Dans cette derniere égalité, chacune
des valeurs de Tla(f)(z;) est remplacée par définition par f(z;). D’aprés (GI1), on voit donc
apparaitre les coefficients W; qui correspondent bien & ceux donnés par (G.4).
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(2) Pour déterminer le degré d’exactitude (que 'on appelle aussi 'ordre) de la méthode, nous avons deux
méthodes.

(a) Soit, on remarque que, en posant a = 0 et b = 1, la formule de quadrature établie (G.I1]) est
équivalente a

Q) = 5(b— )(f(@) + 47 ((a + D)/2) + 10)),

et on reconnait la méthode de Simpson, dont on connait ’erreur, d’apreés les formules rappelées dans
I’énoncé. Voir tableau Ainsi, ici Perreur est proportionnelle a f(*4) (n), et donc nulle pour les

| méthode | erreur |

rectangle @f’(n)

milien | 520 f"(n)
trapéze | — —“’};’)r f"(n)
Simpson | — (l;ggo) f®(n)

TABLE G.2. Erreurs pour les méthodes élémentaires sur [a, b] ; 7 appartient a ]a, b.

polynémes de degrés au plus trois, et non nulle, par exemple, pour le polynéme z*. Ainsi, le degré
d’exactitude (appelé aussi Pordre) de la méthode, qui correspond au plus haut degré du polynéme
exactement intégré par la formule de quadrature, vaut donc 3.

(b) Si on ne reconnait pas la méthode vue en cours, il suffit de vérifier que le plus haut degré du
polyndme exactement intégré par la formule de quadrature vaut 3. Ainsi, le degré d’exactitude (que
lon appelle aussi 'ordre) de la méthode est 3.

(3) (a) Pour donner une approximation numérique de l'intégrale, on utilise la formule de quadrature dé-
terminée ; on a donc

1/6 1
I=|2/3].[e "],
1/6 e

=1/6+2/3e Y4 +1/6e 1,
~ 0.747180428909510.

(b) On aici a = 0 et b = 1. D’apreés le tableau donné dans 1’énoncé (voir tableau [G2)), Perreur de la
méthode de quadrature est donnée par

E(f) = BfV(€), oué e o,1], (G.12)

avec, ici,
= . G.13
p= 9830 (G.13)

On détermine alors la dérivée a l'ordre exigé :
FO () =4 (3-122% +42%).
On majore la valeur absolue de cette fonction sur [0, 1] par M donné par

M =12~ 12. (G.14)
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Ici, cette valeur a été obtenue grace a la fonction fournie maxabsfun. Compte tenu de (G12), (G.13)
et (GI4), on a donc une erreur finalement majorée par

1
= — ~4.1666671073. G.15
° 7 210 (G.15)

On peut aussi déterminer la valeur exacte (par une approximation trés précise!) : on obtient
7 =0.746824132812427,
et donc une erreur réellement commise de
E = 3.562961107%,
qui est bien inférieure a celle donnée par (GCI5).

REMARQUE G.2.

La facon de déterminer les coefficients de la forme de quadrature de la question [IH] est la plus efficace.
C’est cette méthode qui permet a la fois de déterminer les méthodes élémentaires usuelles (rectangles, trapézes,
.. ) mais aussi Perreur de convergence associée. Voir par exemple |[BM03, Chapitre 3, p. a 81 a 89].

REMARQUE G.3.
En raisonnant comme dans la remarque[G.1] une autre fagon de déterminer les poids W; est de remarquer
que, pour un polynoéme p de degré au plus n = 2,

/Olp(z)dz = /01 gp(fci)li(x)dx,
= gp(xi) /O 1 l;(z)dz,

ot les [; sont les polynémes de Lagrange, et donc

1
Vi € {0,...,n}, W; :/ l;(x)dz.
0

Par exemple, on a

1
Wy = / 22% — 32+ ldx,
0
=1/6,
ce qui est le premier coefficient déja déterminé.

REMARQUE G.4.

De facon plus générale, la méthode de quadrature étudiée, pour n quelconque est appelée la méthode de
Newton-Cotes fermée. On peut calculer les coefficients sur tout intervalle [a, b]. Les coefficients et les ordres pour
les premiéres valeurs de n sont donnés dans le tableau Pour obtenir les coefficients sur un autre intervalle
[a,b] quelconque, il suffit de multiplier chacun de ces coefficients par b — a. Les points z; correspondant sont
naturellement donnés par zg = 0 si n = 0 et sinon

Vi € {0,...,n}, =z =a-+ihouh=(b—a)/n.

En pratique, on choisit des valeurs de n pas trop élevées et souvent la méthode de Simpson suffira largement.
De plus, au-dela, d’un certaine valeur de ng de n (pour ng = 8) les coefficients changent de signe ce qui favorise
les propagations d’erreur d’arrondis.
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valeurs de n | nom | coefficients | ordre |

0 rectangle 1 0

1 trapéze 1/2,1/2 1

2 Simpson 1/6,2/3,1/6 3

3 Simpson 3/8 1/8,3/8,3/8,1/8 3

; 7 16 16 7

4 Boole-Villarceau | 55, 17, 2/15, 3£, 55 5

5 19 25 25 25 25 10 5
2880 996’ 149147 134447 93’ 2898 -

6 Weddle—Hardy 840° 35° 280° 105’ 280° 35° 840 7

7 751 3677 49 2989 2989 49 3577 751 7
17280° 17280 640° 17280° 17280° 640° 17280’ 17280

) 080 2944 _ 464 5248 _ 454 5248 _ 464 2944 989 | g
283507 14175° 141757 14175° 2835 141757 14175’ 14175° 28350

9 2857 15741 27 1200 2880 2880 1200 _27 15741 2857 9
89600’ 89600’ 2240 5600 44800 44800° 5600’ 2240° 89600’ 39600

TABLE G.3. Noms, coefficients et ordres des 10 premiéres méthodes (sur 'intervalle [0, 1]).

REMARQUE G.5.

On peut montrer que toute méthode de Newton-Cotes fermée & n 4+ 1 (avec n non nul) points de support
est d’ordre n si n est impair et d’ordre n + 1 si n est pair. Cela généralise les propriétés vue en cours (voir
par exemple |[BMO03, remarque 3.20]) : la méthode du trapéze (n = 1) est d’ordre 1, celle de Simpson (n = 2)
est d’ordre 3. On peut aussi montrer que comme pour les méthode déja vues en cours (comme dans le tableau
[G.2) une méthode de Newton-Cotes d’ordre m et & n+ 1 points posséde une erreur E,(f) qui vérifie : il existe
a, > 0 tel que, pour tout a, b, pour toute fonction f € C™*([a,b]),

En(f) = an(b—a)" 2 fm T (€), ou € € [a, b). (G.16)

Plus précisément, m = n si n est impair et m = n+ 1 si n est pair, c’est-a-dire : si n est pair (non nul) il existe
ay, > 0 tel que, pour tout a, b, pour toute fonction f € C"*+2([a, b)),

En(f) = an(b —a)" P fF2(6), on € € [a,b], (G17)
et si n est impair, il existe a,, > 0 tel que, pour tout a,b, pour toute fonction f € C"*1([a,b]),
Eu(f) = an(b —a)" P fF(E), on € € [a,b]. (G.18)

Par exemple, d’apres le tableau [G.2] pour n = 1, on a a; = —1/12 et pour n = 2, on a ag = —1/2880. De
fagon plus générale, on peut calculer les constantes «,, en remarquant que I’erreur commise pour le polynéme
2™F! (si m est Pordre de la formule et n le degré non nul) vaut

b n
E, = / 2" dr =y Wit (G.19)
a =0

cette erreur non nulle pouvant étre calculée informatiquement. En utilisant (G.16)), cette erreur vaut aussi
E, =an(b—a)" P (m+1).. (G.20)

Bref, grace a (G.20), on a l'expression explicite et algébrique de «,, pour n non nul :

En
(b—a)"P*(m+ 1)

Ay =

(G.21)

oil E,, est déterminée de facon informatique grage a (G.19). Si n = 0, on obtient ag grace au tableau
Voir par exemple le tableau
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valeurs de n | o
1/2
—1/12

1
2880
1

~ 6480
1

— 1935360
11

— 378001000
—_ 1567641600
167

— 426924691200
37

OO |W N —=|O

—62783697715200
173

— 458209960750080

TABLE G.4. Coefficients o, des 10 premiéres méthodes.

REMARQUE G.6.

Pour plus de détails sur les formules de Newton-Cotes, on pourra consulter [CM84] et plus particuliérement
le chapitre 2 et ’exercice 2.3 ou encore
http://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Newton-Cotes
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt40/medianMT40_A03.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt40/mediancorrigeMT40_A03.zip


http://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Newton-Cotes
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt40/medianMT40_A03.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt40/mediancorrigeMT40_A03.zip




Annexe H

Méthode de dichotomie ou de bissection (sous la forme d’un exercice
corrigé)

Donnons dans cette annexe, [BMO03, Exercice 4.1].

P

Enoncé

Voir [BM03, TP 4.A]
Soit f une fonction de R dans R continue. On suppose f(a)f(b) < 0; la fonction f admet une racine dans
[a,b] dont on cherche une approximation.

(1) On construit les troisll suites (Zn)pens (@n),en €t (bn),cn définies de la fagon suivante par récurrence :
on pose ag = a, by = b et pour tout n € N, z,, = (a, + b,,)/2 avec

si f(an)f(xn) S 0; Ap+1 = Qnp, anrl = Tn,
si f(an)f(l'n) > Oa Up41 = Tn, bn+1 = bn

Vérifier que les trois suites (25),, ey (@n)pen €t (bn),cn sont définies et que, pour tout n € N,

flan)f(bn) <0. (H.1)
(2) Montrer que, pour tout n € N,
an i1~ busa] < 3 lan — bal (12)
et
a<ap<zy<b, <b nt1 = Ay bpr1 < by (H.3)
(3) En déduire que, pour tout n € N,
lay — by| < 2%(13 —a). (H.4)

(4) En déduire que, si f est continue sur [a, b], alors les trois suites (@), cn, (bn),en €t (%n), oy convergent
vers une racine de f, notée a. Montrer que, pour tout n € N,

|z, — ] < %(b—a). (H.5)
(5) Sie > 0 est donné, déterminer en fonction de g, le plus petit entier n tel que
|z, —a| <e. (H.6)
(6) Quel est Pavantage de la méthode de la dichotomie ?

1. Souvent, on ne s’intéresse qu’aux deux suites (an ), cy €t (bn), ¢y qui encadrent la racine recherchée. On rajoute ici la suite

(zn) nens par analogie aux autres méthodes qui font intervenir une telle suite.
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Corrigé

(1) On montre aisément par récurrence sur n, que, pour tout n € N, f(a,)f(b,) < 0, ce qui implique que

les suites (24),cns (@n),en €t (bn),cy sONt correctement définies.

(2) L’inégalité (H.2)) est immédiate par récurrence sur n, puisqu’a chaque itération, I'intervalle [ay, by,]
est découpé en deux (d’ott le nom de la méthodeld). Quant aux inégalités (H3), elles résultent de la
définition de x,,, a, et b,.

(3) L’égalité (H.4) se démontre a partir de (H.2) par récurrence sur n.

(4) Lasuite (an),,cy (resp. (bn),cy) est donc croissante (resp. décroissante) et majorée par b (resp. minorée
par a). Ainsi, elles admettent chacune une limite notée « et o’. D’aprés ([HL4), & la limite o = . D’autre
part, selon (L)), puisque f est continue, & la limite f(a)? < 0. Ainsi, f(«) = 0 et les deux suite (@n)pen
et (by), ey convergent vers une racine de f. Ainsi, selon ([L3)), la suite (), o converge vers la méme
racine, d’aprés le théoréme des gendarmesl|i.

D’autre part, puisque (an), oy est croissante, on a nécessairement, pour tout n, a, < . De méme,

on a b > a. Ainsi, pour tout n, a € [an, by,]. Selon (H3)) et (HL4), on en déduit (HLH).

REMARQUE H.1. Attention, f peut avoir plusieurs racines et les suites (7,),, oy (@n) ey €6 (0n),en
peuvent tendre vers 'une ou 'autre de ces racines.

REMARQUE H.2. Les deux suites (an),cy €t (bn), oy sont adjacentes : elles vérifient la définition
{3 et le lemme [HA4] (pour plus de complément, consulter [RDOSS, section 1.2.2. 2°)]) :

DEFINITION H.3. Deux suites de réels (an), oy et (bn),cy sont dites adjacentes si et seulement si
la suite (ay),cy est croissante, la suite (by), oy est décroissante et si (an — bn), oy tend vers zéro.

LEMME H.4. Deuzx suites adjacentes convergent vers la méme limite.

On peut donc montrer grace a ([L3) et (H.4) directement que les suites (an), ey €t (bn), ey sont
adjacentes et en déduire grace au lemme [[I.4] leur convergence ainsi que celle x,,, vers la méme limite
qui est une racine de f.

(5) Pour que (H.6) soit vrai, il suffit que 1/2"(b — a) < € ce qui donne [B3.21)) et (3.22)).
(6) La méthode de dichotomie assure la convergence des suites (a,,) et (b,,) et on est siir de ne pas «sortir»
de l'intervalle initial [a, b] grace a (EL3]).

REMARQUE H.5. On verra plus tard que la convergence (ELI) est «lente». Néanmoins, cette mé-
thode est globalement convergente sur [a,b], puisque =, € [a,b]. Ainsi, la méthode de la dichotomie
permet de s’approcher lentement mais siirement d’une racine de f. «Une fois assez proche», on pourra
alors utiliser d’autres méthodes plus rapides, d’ordre supérieur & un. Leur convergence nécessite en
général cette approche préalable.

2. Dichotomie est emprunté en 1750 du grec dikhotomia, «division en deux parties égales», élément correspondant a ’adverbe
dikha, «en deux», et de -tomia, «division», «section». cf [Rey9§|
3. Les deux gendarmes a, et b, encadrent z,, qui n’a pas d’autre choix que de converger, contraint et forcé, vers la limite

commune.
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Annexe 1
Dichotomie discontinue

I.1. Introduction

Supposons que 1’on observe un segment dont une partie (a partir d’une extrémité) est peinte en rouge et
Pautre (donc a partir de l'autre extrémité) est peinte en vert. On cherche a déterminer la limite rouge/vert
(endroit ot la couleur peut ne pas étre définie!). On sait qu’a chaque extrémité, les deux couleurs sont différentes
et nous allons, par dichotomie (voir par exemple section couper ce segment en deux, un grand
nombre de fois, de facon que les deux extrémités des segment obtenus soient toutes les deux de couleurs
différentes. Au début, on considére le segment initial. Si la couleur n’est pas définie au milieu, c’est que la
limite rouge/vert est atteinte. Sinon, la couleur y est définie et on certain que 'un des demi-segment présente
une couleur différente & ses extrémités. On considére ce demi-segment-la et on réitére. On soit obtient la limite
rouge/vert en un nombre fini di’itérations soit on obtient une suite de segment de longueur qui tend vers zéro
(puisque divisée a chaque étape en deux) donc les extrémités tendent vers la limite recherchée.

Voila donc le principe de la dichtomie appliqué & une fonction typiquement discontinue! Nous allons le
formaliser et constater aussi qu’il contient la dichotomie habituelle !

.2. Principe
On remplace la dichotomie usuelle (voir par exemple 'annexe ou |BM03, Exercice 4.1]) par la

définition suivante :

DEFINITION L.1. Soient a, b réels tels que a < b et f une fonction de [a,b] dans R, dont le domaine de
deéfinition Dy est inclus dans [a, b]. On suppose que

a,b e Df, (I.la)
fla)=«a, f(b)=p avec a # . (I.1b)

On construit les trois suites (2,,),cn, (@n),en € (0n),, oy définies de la fagon suivante par récurrence : on pose
ag = a, by = b et pour tout n € N, x,, = (a, + by)/2 avec

1) siz, & Dy ou f(zy,) & {o, B}, alors, apy1 = Ty, €t byt = Ty,

(1.2)
1 n) = B 1 n = ny bn frnd bn7
2) sinon (z,, € Dy et Flan) € {a, B}), alors, si f(zn) =« alors ap+1 == 11
si f(xn) =B, alors anir = an, bpi1 = Tn.

Voir I'algorithme [T}
On pourra comparer avec 'algorithme usuel de dichotomie qui prend aussi en compte le test d’arrét si

b—a <eou f(a)f(b) =0 (voir lalgorithme [3-1 page 70).

On a alors le résultat trés simple suivant
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Algorithme 1.1 Algorithme de dichotomie discontinue dichotomie-discontinue(a, b, o, 8, f, n, — x)

Entrée :
a, b réels tels que a < b et f une fonction, vérifiant (LI)).
n, entier strictement positif.
Sortie :
x tels que x € Dy ou f(x) & {«, B} ou f(x) € {«, B} (x = x,,, aprés n itérations de l'algorithme).

p<+—20
test «— "vrai"
tant que p < n et test="vrai" faire
p+—p+1
x— (a+b)/2
siz & Dy ou f(z) & {a, 5} alors
b+— =
a<$—x
test «— "faux"
sinon
si f(z) = « alors
a<$—x
sinon
b+— «x
fin si
fin si
fin tant que

LEMME 1.2. Les trois suites (ay) (bn)nen €t (Tn),en de la définition [L1) convergent vers un réel

I € [a,b] qui vérifie

neN?

VneN, |b,—an| < b;n“, (L3a)
= 2] < b;na, (L3b)
De plus,
(1) sila limite | est atteinte en nombre fini d’itérations, alors, on a
1 ¢ Dy ou f(I) & {a, B} (L4)
(2) sinon,
I appartient a ladhérence de Dy, (I.5a)
et
(f est discontinue & droite) ou (f est discontinue & gauche). (I.5Db)
Enfin,
sil appartient & Dy, f est discontinue en [. (L.5¢)

DEMONSTRATION. Elle est imédiate et est proche du raisonnement de I’annexe
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(1) L’idée essentielle est tant que (x,)

~

1.2. PRINCIPE 153

nen appartient a Dy et que f(x,) appartient a {c, 8}, 'algorithme
est donné par le cas 2) de ([2) et on montre dans ce cas que I’algorithme est bien posé, c’est-a-dire que

Flan) = et f(bn) = . L6)

C’est en effet le cas pour n = 0 d’aprés ([IL). De plus, si c’est vrai au rang n, alors c’est aussi vrai au

rang n+ 1, d’aprés le cas 2) de ([2), si f(x,) = «, alors f(any1) = f(zn) = aet f(byi1) = f(by) = B.

Sinon, f(x,) = B, alors f(an+1) = f(an) = a et f(bp+1) = f(xn) = B. Dans cas, on a alors de fagon
immédiate b

n — On

bnt1 — Any1 = 9 ) (L7)
et
n — On
bn-‘,—l — Qp+1 S T, (183)
Gpt1 = Qnp, (1.8b)
brs1 < b, (L8c)

Si au contraire, il existe un entier n pour lequel z,, Dy ou f(z,) & {a, B}, alors, on considére le plus
petit entier ng pour lequel

Tny & Dy ou f(‘rno) ¢ {a’ﬂ}' (19)
Ainsi, les suites (an),cny (bn)pen €t (Tn),cn deviennent stationnaires a partir de cet indice (toutes
égales & xp, ). Dans ce cas, (L8) est toujours vrai. Ainsi, dans tous les cas, les suites (an),cy €t (bn),en
sont adjacentes (voir par exemple la remarque de I'annexe [Hl ou |[RDOS8S, section 1.2.2.
2°)]) et convergent donc vers une limite commune /, qui d’aprés (L&) est aussi la limite de (z,)
Cette limite vérifie aussi

neN"

Vo, a, <I<b,. (1.10)
Ainsi, (L3) provient de ([8a) et de (LId).

Dans le cas 1) de ([2), pour I'indice ng par définition, on a ([9)), ce qui implique ([4]) puisque | = zp,.
Sinon, on est dans le cas 2) pour tout n, on a donc, par définition de cette méthode, (L6]) et (L), pour
tout m. Dans les deux cas, ([5a) est immédiat. Enfin, les deux suites (an)neN et (bn)neN ne peuvent
étre simultanément constantes a partir d'un certain rang, d’apres (L7).

(a) Supposons, par exemple, que la suite (a,,),, oy Soit constante & partir d’un certain rang. Ainsi, | = a,
pour n > q est dans Dy et donc
f()=«a. (I.11)
Ainsi, il est nécessaire que (by,),,y soit méme strictement décroissante (a partir d'un certain rang).
D’apres (L6)), on a donc

lim b, =1 avecVn, f(b,)=p. (I.12)

n—oo
Ainsi, f est discontinue a droite et on a donc montré (L5D). Si [ appartient Dy, alors, de plus f
n’est pas continue en [ (sinon la limite de I'image de toute suite doit étre égale a f(1)) et (L5d) est
montrée.

(b) Supposons maintenant qu’aucune des suites (an),,cy €t (bn), oy D€ soit constante a partir d'un cer-
tain rang. Ainsi, les deux suites (an),,cy €t (bn), o SONt respectivement croissantes et décroissantes
et jamais constante a partir d’un certain rang. Ainsi, d’apres (L6), si f admet une limite & droite et
a gauche, elles sont différentes (puisqu’égales nécessairement & o et 3) et on a donc montré (LED)).
En particulier, si [ est dans Dy, f est discontinue en [. En effet, si f était continue en [, les deux
limites & droite et & gauche de f en [ seraient égales et on a donc montré ([5d).
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O

REMARQUE 1.3. L’idée fondamentale de cet algorithme est qu’il détecte une discontinuité éventuelle de f
et la continuité de f n’est donc pas requise!

Traitons le cas particulier suivant : on supposera que f ne prend que deux valeurs possibles sur une
partition finie de [a, b] par des intervalles avec une valeur quelconque (voir non définie) a la frontiére entre deux
intervalles.

LEMME 1.4. Supposons qu’il existe o, f € R distincts et p € N* et (ck)1<k<p C [a,b]P tels que

fla)=a et f(b) =P, (I.13a)
c1 <cg < ... < Cpy (I.13Db)
Vke{l,...,p—1}, (Vz €lck,cht1l, [f(x)=a) ou (Vx €]k, cryr1[, f(z) =), (I.13c)
VE e {1,...,p}, flcx —0)# f(ck +0), (I.13d)
en tout point ci, f peut étre définie (auquel cas, elle peut prendre toute valeur) ou non. (I.13e)

Alors, les trois suites (an),cns (bn)pen €t (Tn) ey de la définition [L1) convergent vers l'un des cy.

DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser le lemme Si on est dans le cas 1), les seuls réels de [a,b] ou f
n’est soit pas définie, soit différentes de « et 3 sont les c¢i. Si on est dans le cas 2), alors les seuls réels de [a, b]

vérifiant (L5D) et (LEd) sont encore les cg. O

LEMME L5. Le lemme[l]] est valable quelque soit l’éventuelle valeur de f aux points c (ou f peut ne pas
étre définie).

DEMONSTRATION. En effet, si on change la valeur de f en I'un des c; ou en excluant I'un des ¢, de Dy,

les valeurs des suites (xn)neN, (an)neN et (bn)neN peuvent étre modifiées mais leur limite sera encore I'un des

Le cas particulier du lemme [4] ot p = 1 correspond en fait & I’exemple donné dans l'introduction. Il
correspond au lemme suivant

LEMME 1.6. Supposons qu’il existe o, B € R distincts et ¢ € [a,b] tels que

fla)=a et Fb) = 6, (L14a)

(Vz €la,c[, [f(z)=aetVz€le,b], [f(z)=p) ou(Vz€la,c[, f(z)=petVa€led, flz)=a),
(1.14b)

en ¢, f peut étre définie (auquel cas, elle peut prendre toute valeur) ou non. (I.14c)

Alors, les trois suites (an), ey, (bn)pen €t (Tn), ey de la définition L1 convergent vers c.

EXEMPLE 1.7. Reprenons le lemme ([]) en étudiant les conséquences vues au lemme [[5 quand on modifie
la valeur de f en c.

Supposons d’abord qu’en ¢, f soit non définie ou ait une valeur différente de « et 8. Dans, ce cas, si 'un
des x,, est égal a ¢, les suites (an),cn, (On),en € (Tn),cn, deviennent stationnaires et c est donc atteint en un
nombre fini d’itérations. Sinon, ces suites ne sont jamais stationnaires et ¢ est donc atteint en un nombre infini
d’itérations. Si au contraire, on suppose, qu’en ¢, f soit égale & a ou . Dans ce cas, 'algorithme ne pourra
plus "détecter" automatiquement la valeur de ¢ et on est de nouveau dans le cas ou ¢ est donc atteint en un
nombre infini d’itérations. En effet, dans le cas ot aucun des x, est égal a ¢, ¢ est donc atteint en un nombre
infini d’itérations. Supposons néanmoins que f(¢) = « et que 'un des z, soit égal a c¢. Dans ce cas, & partir
de cet indice, tous les a, seront égaux a c, les b, seront égaux a x,, et la suite (by), oy tendra vers c en étant
toujours strictement décroissante. Si f(c) = 8 et 'un des xz,, est égal a ¢, alors a partir d’un indice, tous les
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b, seront égaux a c, les a, seront égaux a xz, et la suite (an)neN tendra vers ¢ en étant toujours strictement
croissante.

REMARQUE 1.8. Le comportement mis en évidence dans l’exemple dans le cas ou l'une des suites
(an)pey OU (bn),cy est constante est spécifique a la dichotomie discontinue. Cela ne peut arriver pour la
dichotomie usuelle quand on impose d’arréter I’algorithme si le zéro de f est atteint. En effet, supposons que
cela se produise avec (ay),, oy constante. Cela signifie que b, — r avec f(r) = 0. Or, f(a,) = f(r) = 0 et cela
n’est pas possible.

1.3. Applications
1.3.1. Dichotomie usuelle (continue)

LEMME 1.9. Soit g une fonction continue sur [a,b] vérifiant g(a)g(b) < 0. On considére la fonction f
définie de [a,b] dans R par
Ve e R, f(x) = signe(g(x)). (I.15)
On rappelle que
1 stx >0,
Ve e R, signe(z)=4¢ -1 siz <0, (1.16)
0 stz =0.
On considere les trois suites correspondantes (an),cn, (bn),ey € (Tn),en de la définition [LD. Alors, ces trois
suites ne sont autres que celles de la dichotomie usuelle (voir Uannexe[H) (modifiée de telle sorte que les trois
suites deviennent stationnaires et égales & x,,, si pour un indice ng, on a f(xn,) = 0) et elle convergent toutes
les trois vers un zéro de f.

DEMONSTRATION. Ce lemme constitue donc une preuve alternative du lemme [3.T page 69!
On peut supposer sans perte de généralité que

g(a)g(b) < 0. (I.17)
Si cette quantité est nulle, g a un zéro en a ou en b et il n’est pas nécessaire de mettre en place la dichotomie.
(1) Appliquons le lemme [2]a la fonction f définie par (LI5)). Il est clair que (L)) a lieu puisque Dy = [a, ]
et que, d’aprés (LI7), (LID) est vérifie avec o = signe(g(a)) et B = signe(g(b)).
Les trois suites (an),cny (0n)pen €t (2n),, ey de la définition [LT] convergent vers un réel I qui vérifie

soit ([4)), soit (L5H) et ([5d).

(a) Si on suppose ([4), puisque D = [a,b], on a donc f(I) & {—1,1} et donc (car le signe ne peut
prendre que trois valeurs, 0, 1 ou —1)

0 = f(1) = signe(g(1)), (1.18)
et donc que
g(l) =0. (I1.19)
(b) Sinon, (LED) et (LEd) impliquent que
f est discontinue en I. (1.20)
Supposons que
g(l) =ne{-1,1}. (I.21)

Alors par définition ng(l) > 0 et par continuité de g en [, il existe § > 0 tel que 7g est strictement
positive sur ]l — §,1+ 0[. Autrement dit, signe(g) est constant et vaut n sur |l — §,1+ [ et donc f est
continue en I, ce qui contredit (L20). Ainsi, ([21)) est faux et on a de nouveau ([I8) et donc ([I9).
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(2) Au laisse au lecteur, le soin de vérifier qu'avec la définition de f donnée par (LIH), les trois suites
correspondantes (an),,cx; (bn),en €t (Zn), oy ne sont autres que celles de la dichotomie usuelle.

O
REMARQUE 1.10. Si on remplace le signe de la définition ([LI6]) par (avec n > 0)
1 siz >mn,
Ve eR, sy(z)=49-1 siz<-n, (L22)

0 stz € [777777]7

le lemme [[.4] est toujours valablre mais dans ce cas, la dichtomie présentée s’arréte quand un zéro de g est
trouvé avec une précision 7, ce qui se fait souvent pour la dichotomie habituelle.

REMARQUE I.11. On peut aussi considérer un test d’arrét b —a < € dans ’algorithme de dichotomie pour
Pinterrompre a la précision € sur [, comme la dichotomie habituelle.

REMARQUE 1.12. Si on suppose que f admet un nombre fini de zéro dans [a, b], la dichotomie habituelle
est couverte par les lemmes [[.4] et [[5] et on peut remplacer la valeur du signe de zéro par toute valeur, voire
décréter qu’il n’est pas défini, ce qui ne modifiera pas les limites des suites (qui seront 'un des zéros de f), en
vertu du lemme [[4l De plus, on peut méme, ce qui revient au méme, supposer que g n’est pas continue en ses
zéros (elle doit I'étre sur les intervalles ouverts ou elle est non nulle). Le lecteur vérifiera alors que les limites
des suites sont encore les zéros, cette fois-ci du prologement continue de f sur [a, b] (c’est-a-dire, 14 ot f change
de signe, on prolongera f par f, nulle en ce point-la.

1.3.2. Détection de changement de signe

Appliquons le lemme [[4] au cas o [a, b] est décomposé en un nombre fini d’intervalles ouverts ot f est
soit positive ou nulle sur les uns et strictement négative sur les autres soit strictement positive sur les uns et
négative ou nulle sur les autres.

LEMME 1.13. Supposons qu’il existe p € N* et (Ck)lgkgp C [a, b]?P tels que

(g(a) >0 et g(b) <0) ou (g(a) >0 et g(b) <0) ou (g(a) <0 et g(b) >0 ou (g(a) <0 et g(b) >0) (I.23a)
c1 <cg < ... < ¢, (1231))

on a l'un des cas suivants

Vke{l,...p—1}, (Vo €ley,cpa], 9(x) = 0) ou (Vo €], cpta], g(x) <0),
Vke{l,...,p—1}, (Vz €lck,cht1], g(z) >0) ou (Vo €]ck, ck+1[, g(z) <0), (1.23¢)
Vke{l,..,p—1}, (Vz €]k, crt1], g(x) <0) ou (V €leg, crr1], g(z) > 0),
Vke{l,...p—1}, (Vo €ley,cra], 9(x) <0) ou (Vo €], cpta],  g(x) = 0),

pour tout k € {1,...,p}, on a l'un des cas suivants :

g est positive ou nulle strictement a gauche de cy, et strictement négative strictement a droite de cy,
g est strictement positive strictement a gauche de cy, et négative ou nulle strictement & droite de cy,
g est négative ou nulle strictement & gauche de cy, et strictement positive strictement a droite de cy,

g est strictement négative strictement a gauche de cy, et positive ou nulle strictement a droite de cy,

(1.23d)

en tout point ci, g peut étre définie (auquel cas, elle peut prendre toute valeur) ou non. (I.23e)
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Alors, les trois suites (an),cns (bn)pey €t (Tn),ey de la définition [[1] associée a la fonction g définie par de
différentes fagons (en fonction des diverses hypothéses vu ci-dessus) :

1 ) >0,
Vo€ [a,b], f(z)= st9(@) = (1.24a)
0 sig(z) <O,
ou bien
1 | > 0,
Vo € [a,b], f(z)= st 9() (1.24b)
0 sig(z) <O.
convergent vers l'un des cy,.
DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que ’on applique le lemme [[4] & la bonne fonction f. ([

1.3.3. Détection de changement de valeur

C’est exactement le cas du lemme [[4] et le cas particulier du lemme [[.6l

1.4. Calcul de [ en base 2

DEFINITION 1.14. Aux définitions des suites (an),cy, (n)pen €t (#n),cy de la définition LT} on adjoint
la suite (7)), cy- donnée par : pour tout n € N

Sl Gn+1 = Gn, Mn+1 =0,

$ibpi1 =bn, Mpa1=1, (I.25a)
sic, & Dy ou f(en) & {a, B}, alors 41 =1,

Si an = by, alors n,41 = 0. (1.25Db)

sic, € Dy et f(cn) € {a, 8}, alors
Si a, < by, alors 1 et flen) € {a, B} {

LEMME L.15. La limite | introduite dans le lemme[I]] vérifiell

oo M
l=a+(b—a) ok (I.27)

k=1

ce qui signifie encore

l—a
= = 1.28
b—a 2k’ (1.28)

k=1

et donc que (Nn),cn- correspond auz chiffres de l'écriture en base 2 illimitée de (I —a)/(b— a). De plus, on a

2k = p_gq on

n n—1
e _l—a Z e 1+
k=1 k=1

ce qui signifie que les chiffres (nk)lgkgn et ((7716)1§k§n71’ 1+ nn) correspondent respectivement a l’approrima-

tion de (I —a)/(b— a) par défaut et par exceés.

DEMONSTRATION. Remarquons, tout d’abord que

n1(b—a)
Vn € N, Ap+1 = Qp + HQT (130)
1. ce qui signifie :
l=a+(b—a) lim Ui (1.26)

k
n—-+oo pa 2
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(1)
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Supposons tout d’abord que 1’on soit toujours dans le cas 2) de ([2)). On a donc, pour tout n, a, < by,.
Sion a f(z,) = a, alors b, 11 = b, et selon la définition ([25al), on a 7,41 = 1 et donc, grace a ([7)) :

Nn+1(b— a) b—a
an-i-l_an_T:xn_an_ on+1’
_bp—an b—a
9 T oont1

_b—a b-a

72n+172n+1’

=0.

Si, au contraire, on a f(z,) = 8, alors ap+1 = by, et selon la définition ([25al), on a 7,41 = 0 et donc,
grace a (L) :
Mnt1(b —a)

on+1 =0.

Gp41 — An —

et donc, ([L30) est vrai dans tous les cas. Ainsi, (L30) implique, pour tout p € N, par sommation pour
nallantde 0 ap—1:

| 3

P
_“0+Znn2n+1 =a+ b_az
soit )

p
VneN, a,=a+(b—a Z ”—k (1.31)

On on déduit aussi

" b—ua
=a+ (b - ) Q_k on )
n=1
et donc
p—1 1+
YneN, b,=a+(b—a) Z—k 27:7" (1.32)
n=1
De (L10), (L31) et (L32), on déduit donc
P p=1
Mk L+
VneN, a+ b—az::—kg <a (b—a) 2k+ T (1.33)

et donc, on a ([29). On constate que la série géométrique de terme général 1/2" est convergente et,
puisque 7, /2™ < 1/2™ la série de terme général n,, /2™ est, elle aussi, convergente Si on passe a la limite

n — +oo dans ([31)) et (L32), on obtient ([27).

Si au contraire, il existe un indice ng pour lequel, on est dans le cas 1) de (L2), et on a donc (en prenant
comme d’habitude le plus petit ng)

Vn>no+1, ap,=by,. (1.34)
Dans, ce cas, d’aprés la définition ([25a]), on a
Mno+1 = 1, (135)

puis, d’aprés (L25D), on a

Yn>ng+2, nNpi1=0. (1.36)
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Tous les calculs précédents sont valables & condition de remplacer les sommes 21?;1 par des sommes
finies 372+ : il vient donc
no+1 n
k
l:a+(b—a)z2—k. (1.37)
k=1
O

REMARQUE 1.16. L’écriture (L21) permet donc (1), <)<, étant données, de prévoir a priori, le comporte-
ment de 'algorithme de dichotomie discontinue, ce qui nous sera utile dans la section suivante. On fixera donc
no tel que ([L35) et ([L36) aient lieu de sorte que I'on ait (L3T), ce qui nous sera utile dans la section suivante.

REMARQUE 1.17. Pour I'exemple ([1)), si on est dans le cas ou f vaut o ou 3 et que 1'un des c est atteint
par les x,,, les valeurs de 1, aprés cet indice sont constamment égales & 0 ou constamment égales & 1. Attention,
de fagon analogue & ce qu’il se passe pour ’écriture décimale illimitée, il est en fait interdit d’avoir une suite
de 1 illimitée en base 2. Dans ce cas-1a, on remplacera tous les 1 par des zéros et ’on incrémentera de 1 le
premier chiffre égal & 0 qui précéde, voire I'unité auquel cas, on aura

0,@1a2...ap ITTTTIIIIT111.... = 0, ayag.....(ap + 1). (1.38)

Pour plus de détails, voir par exemple [RDO8S, section 1.3.2. 2°)] ou |[Basl4d, Transparents 13 et 14] ce qui
permettra d’expliquer le paradoxe apparent de 1'égalité (L38) ou, en base 10 :

0,999999999999.... = 1.

Nous rencontrerons cette situation dans ’exemple [23]

REMARQUE 1.18. Puisque la dichotomie usuelle est couverte par la dichotomie discontinue, les résultats

de cette section justifient donc la remarque [3.7 page 70

.56. Simulations numériques

Voir la fonction http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/fichiers_matlab/bisection.m. Tous
les exemples donnés dans cette section figurent dans ’aide de cette fonction.

1.5.1. Détection de changement de valeur
Commengons par la détection d’un changement de valeur (voir la section [[3.3))

ExXEMPLE 1.19.
Commengons par I’exemple de la détection d’un changement de valeur (voir la section [[3.3) On considére
la fonction signe définie par ([15) dont I'unique changement de valeur a lieu en

l=0. (1.39)
On se donne a et b, définis par

(1.40)

ce qui assurera, vu 'aspect irrationnel de 7 qu’en principe (aux arrondis de calcul prés) on atteindra jamais la
valeur rationnelle de | donné par ([39) avec un nombre fini d’itérations. On se donne pour ¢ > 0, la valeur :

£ =eps =2""? =222044510"'°. (1.41)

On obtient pour
n = 53, (I.42a)
x, = 2.907638 10717, (1.42Db)


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/fichiers_matlab/bisection.m

160 I. DICHOTOMIE DISCONTINUE

et on vérifie que

|z, — 1] <e. (I.42¢)
EXEMPLE 1.20.
Si on définit
a=0, b=1 (1.43)
et | définit par (L37) avec les valeurs de (1), cp- et
ng+1=11, (I.44a)
Vk > 11, n =0, (1.44Db)
(M) 1<p<io=(1 0 0 1.0 1 1 0 0 1), (L44c)
c’est-a-dire, numériquement
[ =0.586914062500. (I.444d)
€ est donné par
e=0. (1.45)
On considére f donnée par
Ve e R, f(x)=signe(x —1), (1.46)
(ou la fonction signe est donnée par (LI6)) dont I'unique changement de valeur correspond a x = . On obtient
pour
n=29, (L.47a)
xyn = 0.586914062500, (I.47Db)
et on vérifie que
Ty = 1. (I.47¢)

ce qui est bien conforme aux résultats de la section[[4l On est dans le cas ot la limite est atteinte en un nombre
fini d’itérations.

ExXEMPLE I.21.
On reprend les mémes données de I'exemple [[20] avec f donnée par (L46) mais on suppose que le signe de
0 n’est pas défini. On obtient pour

n=29, (I.48a)

xn = 0.586914062500, (1.48b)
et on vérifie que

Ty =1, (1.48c¢)

ce qui est identique & ([47). Cela est conforme a ce que 1'on obsservé dans ’exemple : la valeur de f en ¢
n’a pas d’influence sur la limite.

EXEMPLE 1.22.
On reprend les mémes données de I'exemple [20] avec f donnée par ([46), mais la fonction signe est
modifiée de la fagon suivante :

1 sixz >0,
Vr e R, signe(z)=< -1 siz <0, (I.49)
3 siz = 0.
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On obtient pour

n=29, (I.50a)

z,, = 0.586914062500, (1.50Db)
et on vérifie que

Tn =1, (1.50c)

ce qui est identique & ([4T). Cela est conforme a ce que 1'on obsservé dans 1'exemple [[7 : la valeur de f en ¢
n’a pas d’influence sur la limite.

ExempPLE 1.23.
On reprend les mémes données de I'exemple [[20] avec ¢ donné par ([4]l), avec f donnée par ([40), et la
fonction signe est modifiée de la fagon suivante :

1 six >0,
Ve € R, signe(z) =< -1 siz<0, (I1.51)
1 sixz =0.
On obtient pour
n =51, (I.52a)
xn = 0.586914062500, (I.52b)
et on vérifie que
|z, — 1] <e. (I.52¢)

La limite est la méme que celle obtenue dans les exemples ([20)), (L21) et ([22) mais avec un nombre d’itération
plus élevé. En effet, on obtient numériquement la valeur de 7 définie par

ng +1 =153, (I.53a)
Vk > 53, np =0, (L53b)
(M)1<p<io=(1 0 0 1.0 1 1 0 0 0), (1.53c)
Vk e {11,..,52}, m = 1. (1.53d)
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ce qui est a priori différent de (L3T), (L44). En fait, c’est la méme valeur a € prés. En effet, d’aprés 'exemple

L7 [C37), [C49) et ([L53), on a
ﬁa+1ﬁk n0+17]k

k=1 k=1
52
1 1
=(b-a) (ﬁ_ ) 27)
k=11
52
11 1
=(b-a) (QT—T 2k11>’
k=11
41
11 1
=(b—a) (fﬁng)
k=0
1 11—
:(b—a)(___ 2 )
21 11 17%
11 1
ol (1)

ce qui, d’apreés ([43)), est bien inférieur ou égal a ¢ défini par (L4I). En fait, on a des valeurs identiques a
celles obtenues dans les exemples ([[20), (L21)) et ([22) a ¢ prés. Cela est conforme & ce que I'on obsservé dans
lexemple[[7]: 1a valeur de f en ¢ n’a pas d’influence sur la limite. On est ici dans le cas ot en ¢, f est égale & 3
et I'un des x,, est égal & c. Dans ce cas, & partir d’un indice, tous les b,, seront égaux & c, les a,, seront égaux a
T, et la suite (a,),y tendra vers c en étant toujours strictement croissante. On peut vérifier numériquement
que les x,, obtenus forment bien une suite strictement croissante a partir de n = 11. De plus, on a aussi un
unique indice n = 10, pour lequel x,, = I. Cela confirme bien ce que 1’on a observé dans I'exemple [[.7 : pour cet
indice, 1’algorithme ne pourra plus "détecter" automatiquement la valeur de ¢ (atteint pour n = 10). Ensuite,
il y a convergence des x,, vers | par valeurs strictement croissantes. Voir la figure [Tl oti on a tracé le logarithme
décimal de |z, — | en fonction de n (sauf en n = 10 ou il n’est pas défini et il a été pris par défaut a la valeur
log(eps), repéré par une étoile), ce qui confirme tout cela.
Enfin, d’aprés la remarque [[L17, on a en fait, en reprenant le calcul précédent

l= lim x,,
n—-+o0o

Autrement dit, les chiffres de I’écriture décimale illimitée en base 2 de (I — b)/(b — a) sont

(1 oo101 100 1)

et non

(1 o0 101100 0
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Erreur
— - —log(eps)

-4

-8+

—-12+

—14+

-16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

FI1GURE I.1. Logarithme décimal de ’erreur en fonction de n.

suivi d’une infinité de 1.
1.5.2. Détection de changement de signe
Continuons par la détection d’un changement de signe (voir la section [[.3.2))

EXEMPLE 1.24.
On considére la fonction f définie par

T six >0,
Ve € R, f(z)={min(0,2?sin (1)) siz <0, (1.54)
0 siz =0.

Cette fonction est strictement positive sur R% et négative ou nulle sur R _. Elle présente méme un nombre
infini d’intervalles ou elle est strictement négative. Numériquement, ces intervalles sont en nombre fini, puisque
leur taille tend vers zéro au voisinage de zéro. On est bien dans le cadre du lemme [[T3] L’unique changement
de signe a lieu en

[ =0. (L55)

(1) On consideére a, b et € > 0 donnés par (L4Q) et (L4I). On obtient pour
n =53, (I.56a)
x, = 2.907638 10717, (1.56b)

et on vérifie que

|z, — 1] <e. (L.56¢)
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(2) On procéde maintenant comme dans 1’exemple [23] en choisissant a, b et | définis par (L37) et ([44),
e défini par (LZI). On obtient pour

n =51, (L.57a)

xn, = 0.586914062500, (I.57b)
et on vérifie que

|z, — 1] <e. (L.57¢)

ce qui est bien conforme aux résultats de la section [[4 On peut vérifier que 'on est dans un cas
identique & celui de I'exemple [[23] avec cette fois-ci, les valeurs finales de 7 égales & 0. Voir la figure

-2

Erreur
— - —log(eps)

—-12+

—14+

-16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

FI1GURE 1.2. Logarithme décimal de l’erreur en fonction de n.

L2

(3) Si on reprend Pexemple du cas (2] en changeant de f en la posant égale & 3 en 0, dans la définition
(L54), On obtient pour

n =51, (I.58a)

x, = 0.586914062500, (1.58b)
et on vérifie que

|z, — 1] <e. (I.58¢)

ce qui est bien conforme aux résultats de la section [[4l Cela est conforme & ce que 1'on obsservé dans
lexemple [T : la valeur de f en ¢ n’a pas d’influence sur la limite.
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(4) Si on reprend Pexemple du cas (2] en changeant de f en la posant égale & 3 en 0, dans la définition
(L54), on obtient pour

n =51, (1.59a)

x, = 0.586914062500, (1.59Db)
et on vérifie que

|zn — 1] <e, (I.59c¢)

et donc des résultats identiques & ceux du cas Bl de cet exemple.

5) Si on reprend 'exemple du cas en excluant la valeur 0 de D¢, par rapport a la définition , on
f
obtient pour

n=29, (1.60a)

x, = 0.586914062500, (1.60Db)
et on vérifie que

|zn — 1] <e, (I.60c)

et donc des résultats identiques a ceux du cas Bl de cet exemple, sauf que la limite est atteinte cette
fois-ci en un nombre fini d’itérations.

1.56.3. Dichotomie usuelle (continue)
Finissons enfin par la détection d'un zéro d’une fonction (voir la section [3.1])

EXEMPLE 1.25.

(1) On reprend a, b et e définis par ([40) et (L4I) et f donnée par

Ve e R, f(x)= arctan(z), (I.61)
dont la seule racine réellle est encore donnée par ([39). On obtient pour
n = 53, (I.62a)
x, = —1.008866 10~ 1°, (1.62Db)
et on vérifie que
|z, — 1] <e. (I.62¢)

(2) Si on reprend, comme dans I'exemple [20] a et b définis par ([43), € défini par ([43]), | défini par

(L37), (L44) et (L44d). On considére f donnée par

Ve e R, f(x)=arctan(z —1), (1.63)
dont I'unique zéro correspond & = = [. On obtient pour
n=29, (I.64a)
r, = 5.869140 107, (1.64b)
et on vérifie que
Ty = 1. (I.64c)

(3) Si on modifie la valeur de f en [ ou si on exclut [ de Dy, conformément a la remarque [[.12] on obtient
encore la méme limite avec un nombre d’itérations fini ou non.






Annexe J

Convergence globale de la méthode du point fixe

En cours de rédaction.
Nous donnons dans cette annexe des résultats de convergence globale de la méthode du point fixe, qui
peuvent compléter la proposition [3.19

J.1. Cas particuliers

PROPOSITION J.1. Fonction g continue ayant un nombre fini de points fixes «; avec chaque intervalle
[avi, 1] g-stables.

Exemple : résultat relatif & g2 du cas 20l de I’annexe [l

Dans ce cas, entre chaque point fixe, on a g(x) > z ou g(z) < z. De plus, cela implique, avec la g stabilité
de [, a;+1] une majoration ou une minoration de la valeur absolue de la dérivée de g par rapport a 1 (et
donc point attractif ou répulsif, dont I'aspect seul ne montre pas a priori la convergence ou la divergence de
la méthode.

PROPOSITION J.2. Fonction g continue ayant un point fize unique o appartenant a l'intérieur de Uintervalle
1, g-stable, tel que

Veelx<a= g(z) > a,
x> a= g(z) <a,
telle que g% = g o g vérifie les hypothése de la proposition [I 1

Exemples : Annexes [] ou [Ml

J.2. Cas général

THEOREME J.3. A rédiger
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Annexe K

Etude de la convergence gobale de la suite définie par v, € R et
Unr1 = 1/2(u, + A/uy,), sous la forme d’un probléme corrigé

Nous montrons dans cette annexe, la convergence globale sur R* de la suite définie par u,41 = 1/2(u, +
A/uy), c’est-a-dire sa convergence pour tout ug € R%.

Enoncé
Pour A € R%, on considére la suite wu,, définie par ug € R et, pour tout n € N, w1 = 1/2 (uy, + A/uyp).

(1) Etudier la convergence de la suite (u,) pour ug > v/A.
(2) Montrer qu’il y a encore convergence de la suite pour uy < V/A.

(3) En introduisant la suite auxiliaire définie par w, = (u, — vV'A)/(un + V/A), montrer que w, 1 = w? et
Conclure.

Pour uy = 3 et A = 3, comment choisir n pour que

Uy, — \/Z‘ < e = 10777 Calculer les valeurs
de u,, correspondant et conclure.

Corrigé
On pourra consulter [BM03, Exercice 4.4] qui a inspiré cet exercice.
(1)
Voir, par exemple, la figure [K1l
Commencons par étudier la fonction g(x) = 1/2(x + A/z) sur R%. On a

/@) =5 (1- %) =5 >~ 4).

strictement négative sur ]0,v/A[ et strictement positive pour ]v/A, +oo[. Ainsi g est strictement dé-
croissante sur ]0, v/A[ et strictement croissante pour |v/A, 400[. De plus,

g(VA) = VA,
Jim _g(x) = oo,

lim g(z) = +oo.

T—r+00

Voir le tableau de variation [K.I page suivante] L’asymptote de g en 400 est la droite d’équation
y = x/2. On en déduit le tracé de g.

Voir par exemple la figure[K.2l On déduit en particulier de ’étude de g que si J = [\/Z, +o0], alors
J est g-stable (voir définition [3:-I8 page 70).
Remarquons aussi que si on pose f(x) = g(z) —x, on a

L (4-a?),

1
flz)=— (xQJrAfQ:cQ) = o

2z
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21r

2.051-

fonction
itérés du point fixe
*  derniére valeur

175 —

1.7F

1.6 18 2 2.2 2.4 2.6

FiGURE K.1. Le tracé graphique des valeurs de u,, pour ug =2 et A = 3.

signe de ¢'(x) - 0 +
variations de
g

TABLE K.1. Tableau de variation de g

nulle en /A, strictement négative sur [v/A, 400, strictement postive sur [v/A, +00[. g n’admet donc
qu'un seul point fixe, v/A. Ainsi, pour tout = > VA, g(x) < . Siwug € I, alors d’aprés ce qui précéde,
pour tout n, u, appartient & I et donc, up41 < u,. La suite u,, est décroissante et minorée par VA;
elle est donc convergente vers 'unique point fixe de g, qui est VA.

On peut aussi, de fagon alternative, remarquer que pour tout n, u, € I = [\/Z, ul] pour tout n.
On a aussi, pour tout € I, 0 < ¢'(z) et

1A
"(2)—1/2=—-=2=
J@)-1/2= 52,

et, pour tout x € I, on a 1/2? < A et donc

, 1
g(x)*l/QZ*g-
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16

14

12

asymptote

Ficure K.2. La fonction g pour A = 3.

On peut donc appliquer la proposition [3.19 page 77} avec k = 1/2.

(2)

Voir, par exemple, la figure [K3l
Si0<ug < \/Z, on montre par réurrence que pour tout n, u, > 0 et que la suite est correctement
définie. De plus, puisque g(]0,v/A]) = [V/A, +00|, alors u; appartient a [v/A, +oo[ et il suffit d’appliquer
la question [II

REMARQUE K.1. La convergence de la suite u,, pour toute valeur de ug pouvait aussi se déduire

du théroéme [S.1 page 233| de I'annexe

(3) Par définition,

et donc

(wn+ &)+ VA
u%fQ\/ZunJrA
u%+2\/Zun+A’

(1, - m):_
(un + \/Z)

(un—l—%)—\/z

Wn+1 =

N[= | M=

2
VneN, wpy1 =w;.
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201
18

16

fonction
itérés du point fixe
*  derniéere valeur

141

12

10

FiGURE K.3. Le tracé graphique des valeurs de u,, pour uy = 0.200 et A = 3.

On retrouve donc l'ordre deux de la convergence de la méthode de Newton. En effet, on peut

réécrire (K. :

o
Un+1 — \/Z‘Q -

UnJr\/Z‘

2
Uns1 + m]

et donc

VAl

5 = .
Un+1 — \/Z’ 2\/Z

On déduit aussi de (KJ)) par récurrence sur n que

@)
n - VA
YneN, w, = w((J2 ) = <u0 \/_> . (K.2)

lim
n—-+oo

Uo-i-\/z

est dans [0,1], on en déduit que w, — 0 quand n tend vers linfini. En

U — VA
Uy + VA

unz(un+\/Z)wn+\/Z,

et puisque u,, est bornée, cela nous permet de retrouver que u,, tend vers vA quand n tend vers I'infini.

: uo—VA
Puisque le nombre A

0
revenant a la définition de w,, :

Wy =

on a

(4) On peut déduire de (K2) que, puisque (uy), oy est décroissante,

(2™)
= VA| < (i +VA) i = (04 V) (%) |
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Upy — \/Z‘ < g, il suffit que

(Lo + \/Z) (LO — ﬂ) - <e, (K.3)

Ainsi, pour que
Lo ++VA

Lo \@)
L 2 <
(0+)(L0+1) <e,

In(e/5)
- In (111(3/4)) '
- In2
Numériquement, pour ¢ = 10~2, on trouve n > 7. Indiquons les différentes valeurs de u,, et de u, —v'A,

donc que

car ug = 3 et A = 3. Soit encore

calculées sous matlab :

Up [, — VA

3 1.26794

2 0.26794

1.75 0.01795
1.73214285714286 | 9.20496 x 10~°
1.73205081001473 | 2.44585 x 10~
1.73205080756888 | O
1.73205080756888 | 0
1.73205080756888 | O

o|lulr|lwlv|l~|lo|s

EN |

Les résultats sont bien conformes a ce que on avait prévu (mais, comme souvent, la majoration était
pessimiste, en raison du caractére grossier de la majoration utilisée).






Annexe L

Etude du zéro de la fonction e* + = — K, sous la forme d’un probléme
corrigé

Enoncé
Soit K € R. Dans cet exercice, on étudie 1’équation
e’ = -+ K. (L.1)
(1) Montrer que I’équation (L[.I) admet une unique solution sur R, notée r.

(2) On définit la fonction g par

Ve eR, g(z)=K —e", (L.2)
On met désormais I’équation (1)) sous la forme
g(z) =z, (L.3)

et on considére la méthode du point fixe associée sur un intervalle [a,b] (définie par xy € [a,b] et
Tnst = 9(za).

(a) On pose, dans cette question :

a=-2, (L.4a)
b — 71/2, (L4b)
K=-1. (L.4c)

(i) Montrer qu’avec ces valeurs la méthode du point fixe converge pour tout xg € [a, b)].

(ii) Déterminer la valeur de n telle que |z, — 7| < & avec

e=10"% (L.5)
(ili) Pour cette valeurs de n, calculer les valeurs de (2),<,<,, avec zo = —5/4.
(b) On pose, dans cette question :
a=1/4, (L.6a)
b=1, (L.6b)
K =5/2. (L.6c)

(i) Est-ce que la méthode du point fixe converge ?
(i)

On a affiché sur la figure [L.1 page suivante] les 30 premiéres valeurs calculées avec les paramétres

donnés par (L.6) et zo donné par
zo =5/8. (L.7)

On a indiqué dans le tableau [L.1 page suivante] les valeurs correspondantes, en séparant les

termes d’indices impairs et pairs.
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=10 ...

-15F

20+

—25+

*

fonction
itérés du point fixe
derniére valeur

-30F

-35F

FiGURE L.1.

Les 30 premiéres valeurs de z,, pour o = 5/8 et K = 5/2.

T2n

L2n+1 |

0.62500000000000

0.63175404256778

0.61909312177470

0.64275701533088

0.59828327950539

0.68100658482373

0.52413439208549

0.81100379305089

0.24983444603184

1.21618714121982

—0.87429745515325

2.08284501315852

—5.52727415891270

2.49602318550744

—9.63414264798875

2.49993454467100

—9.68169657765000

2.49993758447888

Olo|N|loluks|lwliv| RO S

—9.68173360772356

2.49993758679009

—
o

—9.68173363587809

2.49993758679185

—_
—_

—9.68173363589949

2.49993758679185

—_
[\]

—9.68173363589951

2.49993758679185

—
w

—9.68173363589951

2.49993758679185

»—
=~

—9.68173363589951

2.49993758679185

TABLE L.1.

(A)

Les 30 premiéres valeurs de z,, pour o = 5/8 et K = 5/2.

Que constatez-vous sur cette figure et sur ce tableau?

(B)
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s 1 3k B
2r i
-1of- v 1
y=x
W i
s ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
-15 -10 -5 0 5 -15 -10 -5 0 5
(a) ¢ (b) (g%

FIGURE L.2. Les graphiques des fonction g2 et (g2)" sur intervalle [—15, 5].

x10°

251 q

151 q

o — =g’ ]

-105F b
051 q

11 L L L L
-11 -10.5 -10 -9.5 -9 -85 -11 -10.5 -10 -95 -9 -85

FIGURE L.3. Les graphiques des fonction g2 et (g2)" sur I'intervalle [-10.68173, —8.68173].

On définit la fonction g2 par
Vo eR, ¢*(x) = g(g(x)). (L.8)

On a tracé sur la figure [.2] les graphes des fonctions g2 et (¢2)" sur I'intervalle [—15, 5], sur
la figure [[.3] les graphes des fonctions g? et (g?)" sur lintervalle [—10.68173, —8.68173]
et sur la figure [[.4 page suivante] les graphes des fonctions g2 et (g2)’ sur lintervalle
[1.49994,3.49994]. Au vu de ces figures, essayez d’expliquer les observations faites dans la

question [2(b)iiAl

(iii) Quelle méthode pourriez-vous utiliser pour résoudre (L)) dans ce cas?
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35 0.8
0.7 4
o 1
06 q
05F q
25r
0.4r q
2 —y=’®) |
y=x 0.3 q
02r q
151 q
0.1r q
. ‘ : ‘ : 0 ‘ ‘ ‘ ‘
1 15 2 25 3 35 1 15 2 25 3 35
2 2y\/
(a) g (b) (¢7)
FIGURE L.4. Les graphiques des fonction g2 et (¢°)" sur lintervalle [1.49994, 3.49994].
Corrigé

(1) Soit K € R. Montrons que I’équation

e’ = -+ K. (L.9)
admet une unique solution sur R, notée r. Pour cela, on définit la fonction f sur R par
Ve eR, f(z)=e¢"+4+z—-K, (L.10)
dont les zéros sont exactement les solutions de ([L9)). La fonction f est dérivable sur R et on a
Ve eR, f(z)=¢e"+1, (L.11)

qui est strictement positive. La fonction f est donc strictement croissante sur R. De plus, on a

1131 f(z) = —o0, (L.12a)
Erf f(z) = +oo, (L.12b)

dont on déduit, d’aprés la continuité de f et le théoréme des valeurs intermédiaires que
f admet un unique zéro sur R, noté r (ou r(K) en cas d’ambigiiité). (L.13)

Par définition, on a donc
"B 4 r(K) - K =0. (L.14)

REMARQUE L.1. Remarquons que la stricte croissance de f sur R implique, puisque r est le zéro
de f:

VeeR, z>r= f(z)> f(r) =0,
x<r= f(z) <0,
x=r= f(z) =0,
et donc, puisque
Ve eR, f(z)=z—g(x), (L.15)
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on obtient naturellement que

g ’a qu’un seul point fixe sur R, qui est r (noté r(K) en cas d’ambigiiité).

et de plus
VeeR, z>r= g(z)<uz,
r<r= g(z) >z,

z=r= g(z) ==

REMARQUE L.2. On a aussi

VK <1, |¢'(r(K)| <1,

VK >1, |¢(r(K)|>1,

g'(r(1) = —1.
En effet, on a

Ve e R, ¢'(z)=—¢",
et donc

VK €R, ¢ (r(K))=—e",
Remarquons que d’aprés la stricte croissance de f, on a
rK) <0< f(r(K)) < f(0) = 0<1-K

et donc
rK) <0+ K<1,

ce qui montre (LI8al) et (LISH). Enfin, il est clair que
r(1) =0,

ce qui montre ([.I8d).

(2) On définit la fonction g par
Ve eR, g(z)=K —e",
et on met désormais I'équation ([.9) sous la forme
g(r) =z,
et on considére la méthode du point fixe associée sur un intervalle [a, ] , définie par

xo € [a,b] et Tpt1 = g(xn)-

179

(L.16)

(L.17a)
(L.17b)
(L.17¢)

(L.18a)
(L.18b)
(L.18c¢)

(L.19)

(L.20)

(L.21)

(L.22)

(L.23)

(L.24)

REMARQUE L.3. On peut en fait, directement étudier la convergence ou la divergence de la méthode du point fixe

(selon les valeurs de K) sans utiliser le théoréme [3.12] comme le suggérait la suite de I’énoncé (et dont nous donnerons
la solution plus bas, c’est-a-dire & partir du point . Pour cela, on utilise des techniques proches de celles

utilisées dans les annexes [K] et [Ml

La preuve se fait en plusieurs points.
(a) Commengons par définir la fonction g2 par
g*(x) = g(g(z) = K — N7
et considérons f2 définie par (de fagon analogue & (L15)))
falz) =2z —¢g*’@@) = - K + el
On a donc
, oz

(¢%) (z) = e* T,

et donc
vz eR, (¢°%) () > 0.

(L.25)

(L.26)

(L.27)

(L.28)
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On déduit de ([:28) que

g2 est strictement croissante sur R. (L.29)
et que
fa(z)=1- (exeK_eI) ,
et donc
fh(w) =1 —emtH=e", (L.30)
et donc

fo(x)>0ssiz+ K —e” <0,
ce qui est équivalent &
fo(z) >0ssi h(z) >0,0uVz €R, h(z)=€e"—z—K (L.31)

Etudions la fonction h. On a
VreR, h'(z)=e"-1,

qui est strictement positive sur Ri et strictement négative sur R* .

x —00 0 “+oo

signe de
B (z) - 0 +
“+o00 “+oo

variations

de /

h

1-K

TABLE L.2. Tableau de variation de h.

Voir le tableau de variation de h dans le tableau La valeur minimale de h est donc donnée par
hmin = h(o) =1-K.
Nous avons alors deux cas :

®

x —00 0 “+oo

signe de
K (z) - 0 +
“+o00 “+oo

variations

de /

h

1-K>0

TABLE L.3. Tableau de variation de h dans le cas ou K < 1.

Premier cas : on a

K <1, (L.32)
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ce qui est équivalent & hpyin > 0 et donc, d’aprés le tableau [[L3] h est strictement positive sur R*, et ainsi,

d’aprés (L31),

f2 est strictement croissante sur R. (L.33)
Enfin, puisque
lim f2(z) = —oo, (L.34a)
T——00
lim fa(z) = +oo, (L.34b)
xr—+4o00

on en déduit que fo admet un zéro unique sur R. Or, d’aprés ([L.16]), on sait que
le point fixe r(K) de g est aussi point fixe de g%, (L.35)
(puisque g2(r) = g(r) = r) et donc
le point fixe r(K) de g est aussi zéro de fa, (L.36)

et donc ici
le point fixe r(K) de g est aussi I'unique zéro de fo. (L.37)

On aboutit & des conclusions analogues & celles de la remarque [[.1]: la stricte croissance de fo sur R implique,
puisque 7(K) est le zéro de fa :

Ve € R, x> r(K)= fa(x) > fa(r) =0, (L.38a)
z <r(K)= fa(x) <0, (L.38b)
v =r(K)= fa2(z) =0, (L.38c)
et donc, d’aprés ([L.26]), on obtient naturellement que
g% n’a qu’un seul point fixe sur R, qui est 7 (noté r(K) en cas d’ambigiiité). (L.39)
et de plus
vz eR, z>7r(K)= g¢*(z) <z, (L.40a)
z < r(K) = ¢*(z) > =, (L.40b)
g2 (r(K)) = r(K). (L.40c)
REMARQUE L.4. On a aussi
VK <1, ((gQ)/(r(K))( <1, (L.41)
et
(%) (1) = 1. (L.42)

On a effet d’aprés ([L27),
() (r(J)) = e HR =70
et la définition ([LI4)), de r(K) implique
VK €R, (¢2) (r(K)) =25, (L.43)

Enfin, (L20) et ([L43) impliquent (LA1) et ([42) vient de (L.21)).

Second cas : on a
K> 1. (L.44)

Dans ce sous-cas, hpin = 1 — K > 0 et la fonction A s’annulle en deux réels § et n, vérifiant § < 0 < n. Voir le
tableau de variation [[.4ldont on déduit que h est strictement positif sur ] — oo, §[U]n, +0o[ et strictement négatif
sur |8, 7|, dont on déduit d’aprés ([L31)) que f2 est strictement croissante sur | — oo, ] U [n, +-00[ et strictement
décroissante sur [§,7]. On rappelle aussi que I'on a ([L34).

On en déduit le tableau de variation

Par ailleurs, remarquons que
f2(0) = X7 — K, (L.45a)
fonK)=1+InK - K. (L.45b)
(L.45¢)
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T —00 4 0 n 400
signe de
B (x) - 0 +
—+o00 “+00
variations Y Y
de T~ 0 0 —
. \ /
1-K<0

TABLE L.4. Tableau de variation de h dans le cas ou K > 1.

z —0o0 ) 0 In K n +oo
signe de i 0 0 +
f3()
£0) Foo

variations ;2(0) >0y

de a

i f2(In(K)) <0

2 — o0 f2(n)

TABLE L.5. Tableau de variation de f> dans le cas ou K > 1.

La fonction logarithme étant concave sur R, elle est en dessous de sa tangente en tout point et en particulier
au point 1, on a donc

Vh > —1, In(l+h)<h,
résultat qui peut aussi étre obtenu par une étude de fonction ou par une formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 2.
Si on pose 1 +h = u ot u > 0, on en déduit

Yu >0, In(u)<u-1,
et en particulier, en K > 0, on a donc
VK >0, 1+In(K)—-K<O, (L.46)
ce qui nous prouve, grace a ([L450) :
VK >0, f2(lnK)<0. (L.47)

De la méme fagon, la fonction exponentielle étant convexe sur R, elle est au-dessus de sa tangente en tout point
et en particulier au point 0, on a donc

Vh#£0, e*>h+1,

résultat qui peut aussi étre obtenu par une étude de fonction ou par une formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 2.
Sion pose 1 +h=wuouué€R\ {1}, on en déduit

Vu#1, e !>h,
et en particulier, en K # 0, on a donc

VK #0, e£71>K (L.48)
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ce qui nous prouve, grace & ([L45a)) :
VK #0, f2(0)>0. (L..49)
De cela et du tableau de variation on déduit que (car 6§ < 0 < 7),
f2 ne s’anulle qu’une fois sur R* . (L.50)

Enfin, remarquons que n > In K, car c’est équivalent (car In K > 0) a h(n) > h(InK) soit 4 0 > —In K, ce qui
est vrai car K > 1. D’aprés ([L47), on peut donc compléter le tableau de variation [[5 dont on déduit que

f2 ne s’anulle qu’une fois sur ]0,1n K| et une fois sur | In K, +oo|. (L.51)

Autrement dit, d’aprés (50) et (L.5I), que fo posséde trois zéros, deux & deux distincts, le premier dans
Pintervalle | — oo, 0[, le deuxiéme dans l'intervalle |0, In K|, et le troisiéme dans l'intervalle | In(K), +o0o[. Notons
que l'unique zéro r(k) de f est aussi dans I'intervalle ]0,1In K. En effet, cela est équivalent a

f(0)f(In K) <0,

ce qui est équivalent, compte tenu de la définition de f a
1-K)K+InK-K)<O0,

soit encore &

1-K)lnK <0,
ce qui est vrai d’aprés ([L44). D’aprés ([L36)), et par unicité du zéro de f dans ]0,In K[, on en déduit que le
deuxiéme zéro de f2 (dans 'intervalle |0,1n K[) ne peut étre que r(K) et d’aprés ce qui précede :

f2 posséde trois zéros, deux a deux distincts, le premier, noté a(K), dans l'intervalle | — oo, 0],

le second, égal & r(K) dans 'intervalle |0,1n K|, et le troisiéme, noté S(K'), dans l'intervalle | In(K), +oo[. (L.52)

On en déduit le tableau En revenant a la la fonction g2, on en déduit que

g2 posséde trois points fixes, deux & deux distincts, le premier, noté a(K), dans l'intervalle | — oo, 0],

le second, égal a r(K) dans l'intervalle |0,1n K|, et le troisiéme, noté B(K'), dans l'intervalle | In(K), +oo[. (L.53)

x —00 a(K) ) r(K) n B(K) +o0
signe de H B H
f(@) ? ?
f2(8) +oo

variations \ M v
f2 / \ /
Lo J2(n)

TABLE L.6. Tableau de variation de f» dans le cas ou K > 1.

On aboutit & des conclusions analogues & celles des équations ([[L38)) et ([L4Q) : le tableau de variation [[.6]

implique
Ve €R, z < a(K)= fo(z) <0, (L.54a)
a(K) <z <r(K)= fa(z) >0, (L.54b)
r(K) <z < B(K) = f2(z) <0, (L.54c¢)
z > r(K) = fa(z) >0, (L.54d)
z € {a(K),r(K),B(K)} = fa(z) =0, (L.54¢)
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et
vz eR, z<a(K)= ¢*()> =, (L.55a)
oK) <z <r(K) = ¢*(z) <z, (L.55b)
r(K) <z < B(K) = ¢*(z) >z, (L.55¢)
x> r(K) = ¢*(z) < =, (L.55d)
z € {a(K),r(K), B(K)} = ¢%(2) =z, (L.55¢)
REMARQUE L.5. Notons que ’on a dans ce cas :
’(92)'(04(1())‘ <1, (L.56a)
(%) (8| < 1, (L.56b)
](92)’(T(K))] >1. (L.56¢)
— La preuve de ([L56d) se fait comme celle de ([.I8H) en utilisant (C20) et (L43).
— Montrons ([L56R). Pour cela, nous allons utiliser la convexité de g2. D’aprés ([L27), on a
(9)" (@) = (1 = e")e" TR,
et donc
vz > 0, (9%)" (x) <0, (L.57a)
vz < 0, (g%)" (z) > 0. (L.57b)

Or, on a 0 < r(K) < B(K) donc g(gQ)” est strictement négative sur U'intervalle [r(K), 3(K)] et donc g2 est
strictement concave, c’est-a-dire, —g? strictement convexe sur I'intervalle [r(K), 8(K)]. On renvoie & ,
section 4.5.1] Cette convexité implique que la dérivée de —g? en B(K) est strictement supérieure a la pente
de —g? entre les points (K et B(K) :

9*(B(K)) + g°(r(K))

(—9%) (B(K) > 5(K) — (K ,

ce qui implique
—B(K) +r(K)

_a2)
(oG > ) =)

=1,

et donc
(6*)'(B(K) < 1.

Ainsi, compte tenu de ([.28)), on a
!
0< (¢%) (B(K) <1,

ce qui montre ([L56D).

Tllustrons cela en tragant les divers élements calculés sur la figure [[.5

— Montrons ([.56a)). Cette fois, nous n’utiliserons pas la convexité de g2 sur la totalité de I'intervalle [a(K), r(K)].
Mais, on a a(K) < 0 donc d’aprés ([L57h), g2 est strictement convexe sur I'intervalle [a(K), a(K)/2] et
comme précédemment, on en déduit

9*(a(K)/2) = g*(a(K))
a(K)/2 = o(K)

Or, on a a(K)/2 €la(K),r(K)[ et d’aprés ([L55H), on a g% (a(K)/2) < a(K)/2 et d’aprés ([L58)), on a

0< (%) (a(K)) < (L.58)

2y 0(K)/2 (oK) _ alK)/2—a(K) _
O D < ) ak) T alK)2—a(K)

ce qui nous permet de conclure.
Illustrons cela en tragant les divers élements calculés sur la figure 6
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— =0’
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05k corde
* 1K)
O beta(K)
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-05F
_l L
-15 Il Il Il Il
0 0.5 1 15 25

FIGURE L.5. La fonction g? sur l'intervalle [r(K), 8(K)] pour K = 5/2.

-3
-ar y=g°(x)
—¥YX
corde
-5 *  alpha(K)
O alpha(K)/2
_6 L
_7 L
_8 -
_9 -
_10 L
-11 Il Il Il Il
-11 -10 -9 -8 -7

FIGURE L.6. La fonction g? sur l'intervalle [, /2] pour K = 5/2.
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Sur la figure (7)), on constate que (92)/(04(K)) et (92)/(6(K)) semblent appartenir a ]0, 1[, pour tout K, ce

qui est confirmé numériquement par

/

/
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0.9

0.8 4

0.6 B

04r B

0.2 b

FIGURE L.7. Les courbes (gQ)I(a(K)) et (g2)l(ﬁ(K)) en fonction de K pour K €]1,15].

De plus, il semblerait sur cette figure que
/
VK, (9%) (a(K)) = (¢°) (B(K)),

ce qui est confirmé numériquement par

e ‘(gQ)/(a(K)) - (92)’(5(1())‘ = 2.5535110715.

Tllustrons les trois types de points fixes de g2 selon les valeurs de K donnés par K = 1, K = 5/2 et K = —1, par
la figure [L.8
(b) Concluons maintenant sur la convergence de la suite (v,) du point fixe associée a g2, c’est-a-dire définie par

U4l = gQ(Un) et vg € R. (L.59)

Considérons les intervalles de R définis par

e SiK <1,
I =] — oo, 7(K)], (L.60a)
I =|r(K), +o0], (L.60Db)

e Si K >1,
I3 =] — o0, a(K)|, (L.61a)
11 =la(K), r(K)], (L61b)
Is =|r(K), B(K)[, (L.61c)
s =JB(K), +o], (L61d)

Remarquons d’abord que, d’aprés la croissance stricte de g2,

chacun des intervalles Jj, est g2-stable. (L.62)

En effet, par exemple, z € I3, on a z < a(K) et donc g%(z) < g?(a(K)) = a(K). Si par exemple, x € I, on a
a(K) <z < r(K) et donc g?(a(K)) < g%(z) < ¢%(r(K)), ce qui implique a(K) < g%(z) < r(K).
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~10+

-15

-15

—y=0’x)
1 ol yox ]
* a(52)
1(5/2)
O BGR)
1 sl ]
y=(x)
y=x
o )
1 _ioF ]
‘ ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘
-10 -5 0 5 -15 -10 -5 0 5
(a) K=1 (b) K =5/2.
5
ol ]
sk ]
y=’(x)
y=x
o K-1)
10l ]
15 ‘ ‘ ‘
-15 -10 -5 0 5
(c) K=-1.

FIGURE L.8. Les graphiques de la fonction g2 sur l'intervalle [—15, 5] pour différentes valeurs
de K.

Remarquons aussi que si vg est égal a 7(K) si K < 1 ou si vg appartient & {a(K),r(K),B(K)} si K > 1, alors la
suite vy, est constante et égale & vg.

Supposons maintenant que vg appartient a I’un des intervalles I. Alors, pour tout n, v, appartient & Iy, ce qui se
montre par récurrence sur n en utilisant (L.62).

Enfin, vg appartient a I’'un des intervalles Iy, alors la suite v, est strictement monotone, & terme dans Iy. En effet,
si par exemple vo appartient & I4, alors, pour tout n est dans I4 et d’aprés ([L55D) appliqué & © = vy, on a
Vn+1 = g%(vn) < vn. La suite v, étant montone et bornée (dans R = R U {400} U {—o00}), elle converge vers | € R.
De plus, d’aprés (L40) et ([L55), si vo appartient & Iy, pour k € {1, 3,5}, la suite vy, est strictement croissante et
majorée dans R et, pour k € {2,4,6}, la suite vy, est strictement croissante et minorée dans R. Dans tous les cas,
la suite vy, converge donc vers I, qui est point fixe de g2, puisque g2 est continue (on passe a la limite n — oo dans
C59)

Or, les seuls points fixes de g2 sont nécessairement a(K) ou r(K) ou 3(K). La limite de v, est donc nécessairement
I'un de ces trois réels. Dans le cas ot K < 1, le seul point fixe de g2 est r(K), qui est donc la valeur de .

Si K > 1, montrons que ! vaut o(K) ou B(K).
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— Si v appartient a I3, vy, est croissante et est a valeur dans I3. La valeur de [ est donc le seul point fixe de g2
qui est dans l’adhérence de I3, c’est-a-dire | — oo, a(K)], qui ne peut étre que a(K).

— Il en est de méme si vg appartient a Is avec | = B(K).

— Si vg appartient & I4, v, est décroissante et est & valeur dans I4. La valeur de ! est donc le seul point fixe de g2
qui est dans I’adhérence de I4, c’est-a-dire [a(K), r(K)]. Puisque vy, est strictement décroissante, ce ne peut pas
étre r(K) et on a donc | = a(K).

— Il en est de méme si vg appartient a Is avec | = a(K).

Bref, on a montré que

Si K <1, alors pour tout vg € R, la suite v, converge vers r(K).

Si K > 1 etsivg=r(K), alors la suite vy, est constante et vaut r(K).
Si K >1etsiv <r(K), alors la suite v, converge vers a(K). (L.63c
Si K > 1 et sivg > r(K), alors la suite v, converge vers S(K). (L.63d

REMARQUE L.6. On a étudié dans les remarques [[.2] [[.4let [[L5 les aspects attractifs de r(K) et répulsifs de

a(K) et B(K) (voir remarque du cours). Il est intéressant de constater que la méthode du point fixe ne

converge que vers des points attractifs et non vers des point répulsifs. Attention, les aspects attractif ou répulsif ne

suffisent pas & montrer la convergence ou la divergence de la méthode ; ces propriétés découlent ici de ’étude globale
de la suite (voir propositions [3.11] et [3.12)).

REMARQUE L.7. Ce résultat pouvait étre démontré en utilisant la proposition [Tl

(¢) Concluons par quelques simulations confirmant cela.

fonction
itérés du point fixe
*  derniere valeur

-2+

-10

FIGURE L.9. Les 12 premiéres valeurs de v,, pour K = 5/2 et 29 = 5/8.

Quelsques simulations ont été faites : Voir les figures 10 et [Tl et les tableaux [ L8 et
On peut évaluer r(—1) et a(5/2) et 5(5/2) : on obtient

r(—1) = —1.278464542761074, (L.64a)
o(5/2) = —9.681733635899500, (L.64b)
B(5/2) = 2.499937586791849 (L.64c)
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fonction
itérés du point fixe
*  derniére valeur

FIGURE L.10. Les 11 premiéres valeurs de v, pour K =5/2 et 29 = g (5/8).

-1.24F
-1.2451- fonction
itérés du point fixe
*  derniere valeur

-1.25
-1.255
-1.26
-1.265
-1.27r
-1.275

= —
-1.28
-1.285 1 1 1 1 1 1 1

-1.28 -1.275 -1.27 -1.265 -1.26 -1.255 -1.25

FIGURE L.11. Les 13 premiéres valeurs de v, pour K = —1 et g = —5/4.

et on obtient pour chacune des trois simulations :
|viz — r(—1)| =0, (L.65a)
lvi2 — a(5/2)] =0, (L.65b)
lvir — B(5/2)] = 0, (L.65c)
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Un
0.62500000000000
0.61909312177470
0.59828327950539
0.52413439208549
0.24983444603184

—0.87429745515325
—5.52727415891270
—9.63414264798875
—9.68169657765000
—9.68173360772356
—9.68173363587809
—9.68173363589949
—9.68173363589951

olo|N|lojuo|ks|lw|w|~|o]|]S

—
[e=]

—
—_

—
N

TABLE L.7. Les 12 premiéres valeurs de v, pour K =5/2 et x9 = 5/8.

Un
0.63175404256778
0.64275701533088
0.68100658482373
0.81100379305089
1.21618714121982
2.08284501315852
2.49602318550744
2.49993454467100
2.49993758447888
2.49993758679009
2.49993758679185
2.49993758679185

o|lo|N|o|uok|lw|w|~|o]|]S

Ju—
[e=]

—
—

TABLE L.8. Les 11 premiéres valeurs de v,, pour K =5/2 et xg = g(5/8).

ce qui confirme ([L.63).

(d) Etudions maintenant la convergence de la suite x,, définie par ([.24).

(i) Dans le cas ou z9 = r(K), d’aprés ([LITd), on a pour tout n, zn, = r(K).

(ii) Si zo < r(K), d’aprés (L.ITB) appliqué a =g, on a z1 = g(zo) > r(K); puis, d’aprés ([.I7al) appliqué a z1, on
a z2 = g(z1) < r(K). On montre aisément par récurrence sur n que

zo < r(K) = Vn, x2, <7(K) et zany1 > r(K). (L.66)
De méme, on montre aisément par récurrence sur n que

xg > 1(K) = Vn, x2n >71(K) et zant1 < r(K). (L.67)
On considére ensuite les deux suites wy, et z,, des termes de rangs pairs et impairs définies par

Vn € Nywn = z2n, 2n = Tan+t1. (L.68)
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Un
—1.25000000000000
—1.27623459377097
—1.27829148779366
—1.27845112280818
—1.27846350213932
—1.27846446206863
—1.27846453650398
—1.27846454227588
—1.27846454272345
—1.27846454275816
—1.27846454276085
—1.27846454276106
—1.27846454276107
—1.27846454276107

olo|N|lojuo|ks|lw|w|~|o]|]S

—
[e=]

—
—_

—
N

—
w

TaBLE L.9. Les 13 premiéres valeurs de v,, pour K = —1 et zyp = —5/4.

On alors

Wnt1 = Tant2 = g(Tont1) = g(g(z2n)) = g2 (wn),
Zng1 = Tant3 = g(want2) = g(g(2n11)) = g°(2n),

et autrement dit,

les deux suites wy, et z, sont les deux suites du point fixe associées a la fonction g2

par Tp41 = g2(zn) de premiers termes respectifs zg et x1.

Ainsi, d’aprés ([66) et (L.67), on a
zo < r(K)=Vn, wn <r(K)etz,>r(K),
zg > r(K)=Vn, wn>7r(K)etz, <r(K)

Enfin, on n’a plus qu’a utiliser ([L63)) :
Si K <1, les deux suites wy et 2z, convergent toutes les deux vers r(K),

et donc la suite =, converge vers r(K).

Si K > 1, les deux suites wy et 2z, convergent respectivement vers a(K) et B(K) si zo < r(K),

Si K > 1, les deux suites wy et z, convergent respectivement vers S(K) et a(K) si zg > r(K),
et donc, K > 1, puisque a(K) # B(K), la suite z,, ne converge donc pas.
Bref, pour récapituler, on a montré que, pour tout K dans R.

Si zg = r(K), la suite z,, est constante égale a r(K).
Sizg # r(K) et K <1, la suite &, converge vers r(K).
Sizg # r(K) et K > 1, la suite z,, est divergente.

REMARQUE L.8. Voir de nouveau la remarque

REMARQUE L.9. Ce résultat pouvait étre démontré en utilisant la proposition

(e) Les simulations numériques et le corrigé des questions Balet RB] illustreront les résultats ([L72]) établis.

¢
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(L.69)

(L.70a)
(L.70b)

(L.71a)

(L.71b)
(L.71c)

(L.72a)
(L.72b)
(L.72¢)
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(a) On pose, dans cette question;

(i)

(iii)

UCBL/Polytech

a=-2, (L.73a)
b=—-1/2, (L.73b)
K=-1. (L.73¢)

Mountrons, qu’avec ces valeurs, la méthode du point fixe converge pour tout g € [a, b]. Il suffit
d’utiliser directement la proposition [3.19

La fonction g étant décroissante, l'intervalle [a, b] est g-stable si l'on a

a < g(b) et gla) <b, (L.74)
ce qu’on vérifie numériquement.
La fonction ¢’ donnée par ([LI9) étant décroissante et négative, on a donc

max |g'(z)| = em> @b, (L.75)
z€[a,b]

qui est strictement plus petit que 1 si a et b sont sctrictement négatifs, ce qui est le cas ici. On

a donc
k = max |¢'(x)|, (L.76)
z€(a,b]
ou
k=e Y% avec k < 1. (L.77)

Les deux hypothéses de la proposition [3.19] sont vérifiées ce qui permet de conclure.

La valeur de n telle que

|xn — 7| <e (L.78)
avec
e=10"7, (L.79)
est donnnée par la proposition B2I Avec k donné par ([L77), on obtient numériquement
n=11. (L.80)
On a affiché sur la figure [L.I2 page suivante] les 12 premiéres valeurs de z,, pour K = —1 et
xg = —5/4. On a indiqué dans le tableau [L.I0 page ci-contre] les valeurs correspondantes (en

allant plus loin, jusqu'a n = 29), en séparant les termes d’indices impairs et pairs.

Cela est conforme au résultat ([.72D), puisqu’ici, K <1 et r(—1) est donné par ([.64a)). Cela
est aussi conforme aux résultat ([.71al) : les deux suites de rangs pairs et impairs convergent
toutes les deux vers r(—1), en étant l'une inférieure, autre supérieure a r(—1) et étant toutes
les deux monotones.

REMARQUE L.10. Notons qu'il est possible de déterminer de fagon explicite, grace a la fonction
W de Lambert la valeur de r(K'), pour tout K réel. Voir la section On a ici

a=1, (L.81a)
b=1, (L.81b)
c=-K (L.81c)
et donc

A=efeRY, (L.82)

et on a donc d’aprés (B.IT)), la solution unique 7(K) ,donnée par
r(K) = K — Wy(ef). (L.83)
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-1.25f

*

fonction
itérés du point fixe
derniére valeur

-1.26

-1.27

\ \
—
-1.28
-1.29F
3 e ioes 128 1275 127 1265 126  -1255  -125
FIGURE L.12. Les 12 premiéres valeurs de z,, pour K = —1 et g = —5/4.
| n | Lon Ton+1
0 | —1.25000000000000 | —1.28650479686019
1| —1.27623459377097 | —1.27908619735840
2 | —1.27829148779366 | —1.27851273660342
3| —1.27845112280818 | —1.27846827976719
4| —1.27846350213932 | —1.27846483253749
5 | —1.27846446206863 | —1.27846456523106
6 | —1.27846453650398 | —1.27846454450345
7| —1.27846454227588 | —1.27846454289618
8 | —1.27846454272345 | —1.27846454277155
9 | —1.27846454275816 | —1.27846454276189
10 | —1.27846454276085 | —1.27846454276114
11 | —1.27846454276106 | —1.27846454276108
12 | —1.27846454276107 | —1.27846454276107
13 | —1.27846454276107 | —1.27846454276107
14 | —1.27846454276107 | —1.27846454276107
TABLE L.10. Les 30 premiéres valeurs de z,, pour g = —5/4 et K = —1.

Cela est confirmé par matlab :

solve (Ve x=—xK",'x")

193
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qui donne
—LambertW (In (e) &™) 4 1In (e) K
In (e)

la fonction lambertw est programmée sous matlab et on peut donc utiliser directement, ([L83]).

Numeériquement, on a
r(—1) = —1.2784645427610739, (L.84)
ce qui confirme la valeur finale du tableau De plus, pour n donné par ([.80), on a
|z, — r(—1)| = 2.24699 1078,

ce qui confirme a posteriori le choix de n défini par la majoration ([.78).

(b) On pose, dans cette question ;

a=1/4, (L.85a)
b=1, (L.85b)
K =5/2. (L.85¢)
(i) Comme dans la question Ral la fonction g’ donnée par ([LI9) est décroissante et négative et
on a donc
min |¢ ()| = e™{e0, (L.86)
z€[a,b]

UCBL/Polytech

qui est strictement plus grand que 1 si I'un des réels a et b est strictement positif, ce qui est le
cas ici. On a donc

k= min |¢'(x)], (L.87)
z€la,b]
ou
k=et* avec k> 1. (L.88)
Par ailleurs, on a
signe(f(@)f(5)) = —1, (L89)

et donc l'intervalle [a, b] contient 'unique racine r(K) de f. Donc, de ([.87)) et ([.88)), on peut
déduire que

g/ (r(K))| > 1 (L.90)
et le point r(K) est dit répulsif. Voir la remarque BI85l Attention, I'égalité ([.90) ne permet
pas a priori d’affirmer que la méthode du point fixe est divergente.

Pour cela, on peut utiliser par exemple la proposition Ses trois hypotheéses sont vérifiées.

En effet, on pose I = [a, b] et on successivement :

— ¢ est définie sur R donc sur 1.

— La propriété (3.32h) est vérifice. En effet, On utilise la remarque BI3lLa fonction g étant
décroissante, l'intervalle R \ [a, b] est g-stable si 'on a

g(b) < aet gla) > b, (L.91)

ce qu’on vérifie numériquement.

— Enfin, la propriété (3.32d) est vérifiee d’apres (L.87) et (L.88).

On peut donc conclure que la suite z,, diverge pour tout xy € [a,b] \ {r(K)}.

La preuve de ce résultat a été établie dans le cas général pour tout K > 1 et pour tout zg # r(K). Voir ([72d).
<&
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fonction
itérés du point fixe
derniére valeur

-30F

-35F

-10

FiGUure L.13.

TABLE L.11. Les 30 premiéres valeurs de x,, pour xp = 5/8 et K = 5/2.

Les 30 premiéres valeurs de z,, pour zo = 5/8 et K =5/2.

T2on

Loan+1 |

0.62500000000000

0.63175404256778

0.61909312177470

0.64275701533088

0.59828327950539

0.68100658482373

0.52413439208549

0.81100379305089

0.24983444603184

1.21618714121982

—0.87429745515325

2.08284501315852

—5.52727415891270

2.49602318550744

—9.63414264798875

2.49993454467100

—9.68169657765000

2.49993758447888

Olo|lN|o|lugks|wio oS

—9.68173360772356

2.49993758679009

—_
o

—9.68173363587809

2.49993758679185

—_
—_

—9.68173363589949

2.49993758679185

—_
[\]

—9.68173363589951

2.49993758679185

—
w

—9.68173363589951

2.49993758679185

»—
=~

—9.68173363589951

2.49993758679185
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—10F

—15 I

=g’ b
y=x

-15 -10

(a) g° (b) (g%

FIGURE L.14. Les graphiques des fonction g? et (g?)’ sur I'intervalle [—15, 5].

On a affiché sur la figure [L.13 page précédente] les 30 premiéres valeurs calculées avec les
paramétres donnés par ([.87) et zy donné par

zo = 5/8. (L.92)

On a indiqué dans le tableau [L.11 page précédente] les valeurs correspondantes, en séparant les

termes d’indices impairs et pairs.

(A)

On constate sur la figure [L.13 page précédentelet surtout sur le tableau |[L.11 page précédentel

que la suite x,, semble ne pas converger. Plus précisémment, il semble apparaitre que la suite
des termes de rangs pairs convergerait en décroissant vers la valeur

I, = —9.6817336358995085, (L.93)
et que la suite des termes de rangs impairs convergerait en croissant vers la valeur

l; = 2.4999375867918490, (L.94)

Tachons d’expliquer de fagon qualitative les observations faites dans la question [2(b)iiA|
grace aux figures [[L14] [[LT8let [[.I6l En fait, la suite x, des termes de rangs pairs vérifie
la relation de récurrence

Tonsz = g(Tan+1) = 9(9(w2n)) = g*(w2n),

ot g% est donnée par (L[.28). De méme, la suite x2,,1 des termes de rangs impairs vérifie la
relation de récurrence

Tonts = 9(Tont2) = 9(9(T2n+1)) = ¢° (T2nt1).

Le comportement de la fonction ¢? permet donc de prédire la convergence des suites xay,
et T2,41. On constate sur la figure [[.14l que la fonction g2 semble avoir trois points fixes
dont les valeurs numériques sont proches des trois valeurs données par ([.64)). Il semblerait
que le plus grand et le plus petit point fixe soient des points attractifs pour la fonction g2
comme le montrent les figures et [[.I6, et que le point fixe intermédaire soit répulsif
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x10°

-9}

-9.5

—10F

-105F

251 q

151 q

051 q

-11
-11

35

L L L L
-10.5 -10 -95 -9 -85 -11 -10.5 -10 -95 -9 -85

FIGURE L.15. Les graphiques des fonction g2 et (¢?)’ sur I'intervalle [-10.68173, —8.68173].

251

15r

0.8

0.7 4

0.6 q

051 q

041 q

—y=’®) |
y=x 03r q

021 q

01r q

FIGURE L.16. Les graphiques des fonction g% et (g2)" sur l'intervalle [1.49994, 3.49994].

comme le montre la figure (14(b)). On peut confirmer cela puisque que l'on peut vérifier
numériquement qu’en ces trois points fixes, on a

g'(r(5/2)) = 2.567854985668169, (L.95a)
¢'(a(5/2)) = 0.000760301077059, (L.95b)
¢'(B(5/2)) = 0.000760301077059. (L.95¢)

On pourrait aussi montrer que les hypothéses de la proposition sont valables pour la
fonction g2 sur des intervalles autour des valeurs du premier et du dernier point fixe de g2
données par ([L64D) et ([L64d). Ainsi, il y aurait bien convergence des suites z2, et Ta,11
vers ces valeurs.
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De fagon plus rigoureuse, il suffit d’utiliser les résultats ([L71D) et ([.72d), qui prévoient la
divergence de la suite z,, et la convergence de xa,, et xo,+1 vers a(K) et S(K) (distincts),
puisque zg < r(K). Enfin, on confirme cela de fagon numérique puisque pour n = 15, on a

|zon — 1| =0,
|z2n+1 — ;] = 0.

(iii) Pour résoudre (L.9) dont on sait que la solution 7(5/2) existe et est unique, on ne peut donc
utiliser la méthode du point fixe qui diverge. En revanche, on peut utiliser la méthode de la
dichotomie sur l'intervalle [a, b], qui converge ici vers 7(5/2) d’aprés ([.89). On choisit n pour
que la méthode de dichotomie fournisse 7(5/2) avec une erreur inférieure a £ donné par

e=10"16,
en utilisant la proposition 3.0l On obtient pour le n-iéme milieu
xyn = 0.627352959583406,
et, en utilisant ([L83), qui fournit,
r(5/2) = 0.627352959583406,

on a

|z, —r(5/2)] = 0.
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Annexe M

Etude et calcul de [ tel que [ = cos! sous la forme d’un probléme
corrigé

Ce probléme a été donné a I'examen d’Automne 2020.

P

Enoncé

(1) On considére la suite (uy),, oy définie par ug € R et, pour tout n > 0, up 1 = cos(uy).
a) Montrer que l'intervalle I = [cos(1), 1] est stable par la fonction g donnée par g(x) = cos(z). Par la
Mont lintervalle T 1),1] est stabl la foncti donné Par 1
suite, on pourra donc supposer (quitte & poser ug = uz2) que ug appartient a I.

(b) Etudier la convergence de la suite (u,,)

(¢) (i) On pose

neN"

g1 =10" et &g = 10717, (M.1)
Notons « la limite de la suite. Déterminer deux entiers n; et no tels que

[tn, — ] <eq et |up, —al < ea. (M.2)

(ii) Pour up = 10, calculer numériquement les nqy + 1 premiéres valeurs de u,. Déterminer 1’écart
entre u,, et «, solution de x = cos(x) déterminé de fagon exacte donné par

o = 0.7390851332151606 (M.3)

et conclure.

(2) On veut maintenant déterminer de fagon numérique la valeur de o donnée par (ML3) mais plus
rapidement que dans la question [l

(a) Quelle méthode itérativeﬁ pourriez-vous utiliser pour répondre a cette question ?

(b) On définit la fonction h par
Ve €R, h(z)=xz— cos(z). (M.4)

On admet que h admet un unique zéro sur R. On note (w,) la suite associée a cette méthode.
Précisez la fonction G telle que

Ve e R, wpt1 = Gwy). (M.5)

(¢) (i) Pourquoi la méthode étudiée est-elle quadratique au voisinage de 'unique zéro de h sur l'inter-
valle I, défini par

I=10,7/2]7 (M.6)
1. Il n’y a pas d’ambiguité sur cette question, car on n’a vu qu’une seule méthode répondant a cela!
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M. ETUDE ET CALCUL DE [ TEL QUE [ = cosl SOUS LA FORME D’UN PROBLEME CORRIGE

(ii) Démontrer que I'inégalité
VneN, |wpy —1| < Dlw, —I? (M.7)
est satisfaite pour
D = max|G"(2)], (M.8)
en admettant que la méthode étudiée converge pour tout xo appartenant a l'intervalle I vers
I'unique zéro de h.
(iii) En fait, l'intervalle I est un peu trop grand. On se place désormais sur U'intervalle J défini par
J=[v,m/2—v], ouv =0.3000, (M.9)
sur lequel tout ce qui a été fait précédémment est encore valable. On fournit alors la majoration
suivante de la constante D, valable sur l'intervalle J :
D <0.73741536. (M.10)
On considére les nombres ¢1 et g5 définis par (M.I). Déterminer deux entiers my et mo tels que
[ty — ] < €1 €t |um, —al < eg, (M.11)
et comparer avec les résultats de la question
Commentez !

(iv) Déterminez les my + 1 premiéres valeurs de la suite w,, pour wy = 0.3000 et concluez grace a la
valeur de o donnée par (M.3)).

(1) (a) Deéfinissons la fonction g par

Ve e R, g¢g(x) = cos(x). (M.12)

Posons
I =[cos(1),1] (M.13)
qui est g-stable. Voir la définition BI8 du cours. En effet, cos(1) s 0.5403023 appartient a [0, /2]

et 1 appartient a [0,7/2] et puisque cos est décroissant sur [0, /2], pour tout x € [cos(1), 1], on a
cos(x) € [cos(1), cos(cos(1)] = [cos(1),0.8575532] C [cos(1),1].

REMARQUE M.1. On peut aussi montrer cela sans calculer les valeurs approchées. En effet, 1 €
10,m/2[ et donc cos(1) €]0,1[. Ainsi, [cos(1),1] C [0,1] C [0,7/2] et par décroissance de cos
sur [0,7/2], on a g([cos(1),1]) = [cos(1),cos(cos(1))] C [cos(1),1] puisque cos(cos(1l)) < 1 et
cos(cos(1)) # 1, sinon cos(1) = 0.

Siug € R, on a uy = cos(ug) € [—1,1] et uz appartient donc a cos([—1,1] = cos([0,1]) =
[cos(1), cos(0)] = I. Donc,

ce que 'on montre par récurrence, puisque I est g-stable. Si la suite u,, converge, la fonction g étant
continue, c’est nécessairement vers un point fixe de g. Définissons la fonction h par

Ve € R, h(z)=2xz— cos(z). (M.15)

Puisque h(cos(1))h(1) ~ —0.1458395 < 0, la fonction h étant continue, cela implique que h admet
au moins une racine sur [cos(1), 1] et donc g admet au moins un point fixe, noté « et on vérifie que

ael (M.16)

On montrera plus bas que « est unique.
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REMARQUE M.2. Un autre choix consiste & choisir
I=1[1/2,1]. (M.17)

Siu € R, on awu = cos(up) € [—1,1] et ug appartient donc a cos([—1,1] = cos([0,1]) =
[cos(1), cos(0)], qui est inclus dans I. En effet, on a 0 < 1 < /3 < m/2 et donc cos(1) > cos(w/3) =
1/2. De plus, I est g-stable. En effet, si z est dans [1/2,1], on a cos(z) dans [cos(1),cos(1/2)]
inclus dans [cos(7/3),cos(0)] = I. Ainsi, (MI4) reste vraie. Enfin, (M) reste vraie puisque
h(1/2)h(1) ~ —0.1735738 < 0.

Par la suite, on pourra donc supposer (quitte a appliquer la régle (M.21)) que us appartient a I.

On peut donc maintenant conclure sur la convergence de la suite (“n)neN-
On a, pour tout z € I, |¢’(x)| = |sin(x)|. La fonction sin est croissante sur I = [cos(1),1] et est
comprise, sur cet intervalle, entre sin(cos(1)) & 0.5143953 et sin(1) ~ 0.8414710. L’inégalité de

I’hypothése (3390) du cours est donc vraie avec
k = sin(1). (M.18)

11 suffit donc d’appliquer la proposition [3.19] du cours qui implique a la fois la convergence de la
suite et l'existence et 'unicité du point fixe o de g.

REMARQUE M.3. Le choix de I donné par (M.IT) serait aussi valable.

REMARQUE M.4. On aurait pu se passer de l'utilisation de la proposition [3.19] du cours et montrer la convergence

de la suite a la main, en raisonnant comme suit :

®
Etudions donc tout d’abord la fonction g, définie par (M.12). Si on définit la fonction h par (MLI5), alors, on a
Vz € R, h'(z)=1+sin(z), (M.19)

qui est positive sur R et nulle pour z = 7/2 + 2km o k entier. De plus h(+oo) = too. Ainsi h est strictement
croissante sur R et n’admet qu’un seul zéro, noté « et qui est donc 'unique point fixe de g.

(i)
Voir par exemple les figures [M.Ilet [M.2]
On a, pour tout z € I,
z>a= g(x) <a, (M.20a)
< a= g(x) > a. (M.20b)
En effet, si z €]a,1[C [0,7/2], puisque g = cos est décroissante sur [0,7/2], on a g(z) €] cos(1),cosa] et donc
g(z) < a. Il en est de méme si x < a. On peut supposer sans perte de généralité que ug € I, quitte a appliquer
la régle suivante :

on remplace ug par uz. (M.21)

Ainsi, si ug = a, alors la suite u, est constante et égale & a. Sinon, si ug < «, alors d’aprés (M.20), u1 = g(uo) > «
et us < a et par récurrence

vn €N, wu2p € [cos(l), e, uant1 €)a,1]. (M.22)

De méme, on montrer que, si up > a,

vn €N, wugpt1 € [cos(1),af, wu2n €]a,l]. (M.23)
Enfin, si on pose
f(z) = g(g(2)) — =, (M.24)
f(z) =g (9(z)g' (x) =1
et donc

f'(x) = sin(cos(z)) sin(z) — 1. (M.25)
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1.4+
12+

1
0.8
0.6
0.4
0.2 ’ fonction

itérés du point fixe
*  derniére valeur
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiGUure M.1. Le tracé graphique des valeurs de u,, pour ug = 0.100.

0.95

fonction
itérés du point fixe
* derniéere valeur

0.85

0.75

0.7

0.65

06F

0.55 L I I I I I I
0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9

FIGURE M.2. Le tracé graphique des valeurs de u,, pour uy = 0.900.

Pour z € I, cos(z) € I, sin(z) € [sin(cos(1)), sin(1)] et sin(cos(z)) € [sin(cos(1)), sin(1)] = [0.5143953, 0.8414710].
On a donc sin(cos(x)) sin(z) < sin?(1) et f/(x) < sin?(1) — 1 ~ —0.2919266 < O et donc f est strictement
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décroissante sur I. Or f(a) = g(ga)) — a = 0, donc pour tout z € I
2> a = g(g(@)) < , (M.268)
< a= g(g(x)) > z. (M.26b)
REMARQUE M.5. Comme précédemment, on peut montrer cela sans les valeurs numériques. En effet, si z €

[cos(1),1], on a cos(z) € [cos(1),1] C]O, 1] et donc sin(cos(x)) €]0,1[. Il en est de méme pour sin(z). Ainsi, en
particulier 0 < sin(cos(z))sin(z) < 1 et f'(z) < 0.

REMARQUE M.6. Ce raisonnement est encore valable pour le choix (M I7).
Soit n € N. Si uap, < «, alors, d’aprés (M26), on a ugnt+2 > u2y. En combinant cela, (M22) et (ML23), on
montre donc par récurrence que si ug <
Vn €N, wap € [cos(1), af et la suite ug, est croissante ; (M.27a)
Vn €N, wuant1 €]a, 1] et la suite ugn1 est décroissante ; (M.27b)
De méme, si up > a,
Vn €N, wuapt1 € [cos(1), af et la suite uzp41 est croissante ; (M.28a)
vn €N, w2y €]a, 1] et la suite ug, est décroissante ; (M.28b)

Dans tous les cas, les deux suites ug2, et uan+1 sont monotones, bornées (car dans I) et donc convergentes,
chacune vers un zéro de f, puisque a la limite f(I) = g(g(!)) — ! = 0. Puisque f est strictement décroissante, f
n’admet au plus qu'un seul zéro; or a est un zéro de f donc les deux suites ug, et uzp4+1 convergent toutes les

deux vers «a et u, aussi.

REMARQUE M.7. Ce résultat pouvait étre démontré en utilisant la proposition

¢
(¢) (i) On pose
e1=10""et g =107 (M.29)
On considére la valeur de k donnée par (MIJ) et a et b définis par
a=cos(l) et b=1. (M.30)

Utilisons la proposition B:2T] du cours. Ainsi, les deux entiers n; et ns tels que |u, — 1] < &7 et
|un, — 1] < &2 sont donnés respectivement par

niy =9 et ny = 196. (M.31)

Attention, puisque que ug, n’est pas dans U'intervalle I = [a, b] et puisque l'on a appliqué la régle
(M.21)), il faut rajouter 2 & chacun des entiers définis précédemment de sorte que
n; = 11 et no = 198. (M.32)
(i)
Donnons dans le tableau (M), les ny + 1 premiéres valeurs de u,.

Rappelons que «, unique solution de x = cos(x) déterminé de fagon exacteﬁ, est donné par
a = 0.7390851332151606

On a
lov — 1y, | = 1.9698 1072,
ce qui est bien inférieur & la valeur de ey = 10~! donnée dans ’énoncé.

On pourrait remarquer que pour n = 198, on a
lov — | ~ 3.9540 107 1°,

ce qui est strictement inférieur & la valeur de €3 = 1071% donnée dans I’énoncé.

2. en fait trés précise grace a 'une des fonction solve ou fzero de matlab.
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(2) (a)

(b)

()
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[ un
10.000000000000000
—0.839071529076452
0.668153917531387
0.784966720933852
0.707411791257438
0.760046415906649
0.724804033046625
0.748629360225378
0.732622462482921
0.743423001354606
0.736156148510940
0.741054959438722

OO NSO |W N~ O 3

U [
[l =]

TABLE M.1. 12 premiéres valeurs de la méthode du point fixe pour g(z) = cos(z).

La seule méthode connue d’ordre strictement plus grand que 1 est, dans ce cours, la méthode de
Newton, censée étre quadratique, donc convergeant plus rapidement que la méthode du point fixe
précédemment et qui n’est que linéaire.

On rappelle que la fonction h est définie par (MI5). La valeur de a définie dans la question
(@) est donc un zéro de la fonction h qui est unique sur R d’aprés I’étude faite dans la remarque
et qui comme précédémment est noté o. Pour 'intervalle I définie par

I=[0,7/2], (M.33)
signe(h(0)h(n/2)) = —1, (M.34)

et I'unique zéro de h est donc dans l'intérieur de l'intervalle I. La relation liant wy,41 & w, est
donnée par la définition (F90) appliquée a la fonction h. On a donc ici d’apres (M.I5) et (M.19),

_ h(z) I cos(x) _ T+ xsin(x) — x + cos(x)
R (x) 1 + sin(x) 1 + sin(x) ’
et donc
Wp+1 = G(wy), (M.35a)
Glz) = xsin(z) 4 cos(x) (M.35D)

1+ sin(x)

Cette correction est trés proche de la la correction de ’exercice de TD et notamment
de la question auxquelles on renvoie pour plus de détail.

(i) Voir la proposition B:54 du cours. On y a vu que la la méthode de Newton est quadratique ssi
R () # 0 et si h”(a) # 0. On sait que h'(a) est non nul, (d’aprés la question [l puisque A’ > 0),
et le cours assure que G’(«) = 0. Ainsi, la méthode est au moins quadratique.

De plus, elle est exactement quadratique si et seulement si G’ («) # 0, ce qui est équivalent &

b (a) # 0.
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D’aprés (M.19), 4/ est on nul a lintérieur de l'intervalle I auquel on sait que la racine «
appartient. Ainsi, d’aprés la proposition B.54] la méthode de Newton est au moins quadratique.

Enfin, d’aprés (M.I9), on a

Vz € R, h"(z) = cos(x), (M.36)
qui est non nul a 'intérieur de I'intervalle I & laquelle on sait que la racine o appartient.
Ainsi, d’aprés la proposition B.54 la méthode de Newton est exactement quadratique.
Voir les propositions et .54 du cours.

On y a vu que le développement de Taylor de la fonction g sur [z*, z,] permet de montrer que

|Zn1 —2*| < D, — 27, (M.37)
avec 1
_ = 1
D= 5 max |G" ()| (M.38)

en admettant d’abord a priori que la suite x,, converge et que les x,, sont dans I'intervalle I.

La constante D est donnée par la formule (398) du cours qui peut aussi étre remplacée avanta-

geusement par ([BFI00).

REMARQUE M.8. Justifions maintenant rigoureusement la convergence de la suite wy, pour tout o appartenant
a I. 11 suffit pour cela d’invoquer la proposition [S.Ilappliquée & la fonction h, dont les différentes hypothéses sont
vérifiées sur l'intervalle I. En effet, :

(A) Thypothése 1) est clairement vérifiée ;

(B) T’hypothése 2) est clairement vérifiée d’aprés (M.34) ;

(C) I'hypothése 3) est vérifiée d’aprés (MLI9), puisque le sinus est positif ou nul sur I ;

(D) T'hypothése 4) est vérifice d’aprés (ML36]). Attention, en 7/2, le cosinus s’annulle mais on peut montrer que
si on part de g = 7/2 ou de zo < /2, on reste dans tous les cas dans un intervalle strictement inclus dans
[0,7/2].

(E) P’hypothése 5) est vérifiée d’aprés les valeurs numériques suivantes :

7\~ 1 [(0)|
— ~ 0.63661977236758 1,
(3) |17 (0) <

\
(§>_1 {|:,(( )){| 0.50000000000000 < 1.

&

11 suffit de raisonner comme dans la question de la correction de ’exercice de TD
ou dans la proposition
La constante D est donnée par la formule (3I00) du cours qui fournit donc sur l'intervalle I :
D = max 1@
zel |1 +sin(x)|’
On a donc, pour tout z € I = [0,7/2] :
|cos()] _ cos(x) < cos(x)
|1 +sin(z)] 1+4sin(z) = 1
Dans ce cas, il est nécessaire pour appliquer la proposition 333 que la majoration (3.51)) soit vérifiée; or, ici, en
prenant eg = m/2 et p = 2 (méthode quadratique) , on a

<cosz < 1.

|50\D(p_i1) :g

)
qui n’est pas majoré strictement par 1. Si au contraire, on se place sur l'intervalle J = [v, 7/2—v] avec 0 < v < 7/4,
on a clairement pour tout = € J :
|cos(x)]  cos(x)
|1 + sin(z)| T 14 sin(z)

et donc
D< cos(v)

< o= (M.39)
1+ sinv



206 M. ETUDE ET CALCUL DE [ TEL QUE [ = cosl SOUS LA FORME D’UN PROBLEME CORRIGE

Avec le choix de v donné dans ’énoncé, on vérifie d’une part que la proposition [SIls’applique pour la fonction
h, comme fait dans la remarque [M.8] et d’autre part que 'on a bien, d’aprés (M.39), le résultat donné dans
I’énoncé :
D < 0.73741536. (M.40)

&
Dans ce cas, la majoration ([B.5]]) est vérifiée puisque numériquement en prenant p = 2 (méthode
quadratique), on a

m (;)

5~ 2v ) D\»=1) = 0.715880114974; (M.41)

et on peut donc appliquer la la proposition B33 Il ne reste plus qu’a appliquer 'équation (3.53))

11 hl% M.42
”b“(mﬂ’ (M.42)

avec v et ¢ définis par 'équation ([B.49) c’est-a-dire

rappelée ici :

v =079, (M.43a)
5 = leoC(77), (M.43b)
Numériquement, on a pour p = 2, on a pour |eg| = 5 —2v, on a

v = 0.737415351928,
0 = 0.715880114974.

puis pour les deux entiers m; et mo, associé a €1 et €5, on a
my = 3,
mo = 77

qui sont des valeurs beaucoup plus faibles que celles données par (M.31))! Cela nous montre a
posteriori Vefficacité accrue de la méthode de Newton !

(iv) Concluons par des simulations numeériques.

UCBL/Polytech

[ [

0 | 0.300000000000000
0.805848141739496
0.740002131837112
0.739085318708854
0.739085133215168
0.739085133215161

[S28 =N OCH IS O

TABLE M.2. 6 premiéres valeurs de la méthode de Newton.

Voir la figure [M.3 page suivante] et le tableau

Enfin, on a

| = Upn, | = 9.1699 1074,

ce qui est bien inférieur & la valeur de £y = 10~! donnée dans ’énoncé.

2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBIif N. Débit & J. Bastien



CORRIGE

*

fonction
itérés de Newton
derniere valeur

0.3 0.4 0.5

FIGURE M.3. Le tracé graphique des valeurs de w,, de la méthode de Newton pour wy = 0.3000.

On pourrait remarquer que pour n =5, on a

0.6

0.7

lov — | ~ 3.0638 10717,

ce qui est strictement inférieur a la valeur de €5 = 10~'® donnée dans I’énoncé.

0.8
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Annexe N

Un théoréme de point fixe

Attention : cette annexe, rédigée avant le cours, a des notations parfois légérement différentes de celui-la.
Rappelons par exemple le théoréme |[BM03, Théoréme 4.8] :

THEOREME N.1 (condition suffisante de convergence de la méthode du point fixe).
Voir désormais le théoréemelZI9, fondé sur Uhypothése il existe un réel k de [0, 1] tel que

Vo € o, B |g'(z)] < k. (N.1)
DEMONSTRATION. Voir preuve dans [BMO03]. O

De cette preuve, il ressort que, pour tout n € N, on a

|Tn41 — 1) < Kz, — (N.2)
dont on déduit par récurrence sur n que pour tout n € N, on a

|xn — 1] < K™ |zo — 1], (N.3)
ce qui fournit aussi

|z — 1] < K™ |8 — af, (N.4)
et donc de retrouver le fait que z,, tend vers [. De plus, cette inégalité permet de déterminer le rang n a partir
duquel

pour tout € > 0.
Dans le cas ou lintervalle [a, 3] est trop grand, l'estimation (N.3) n’est pas utile et on lui préfere la
propriété suivante :

THEOREME N.2 (Seconde conséquence sur la convergence de la méthode du point fixe).
Sous les hypothéses du théoréeme N1, on a pour tout n € N*,

k™ K™
1fk|$1_$0|: 1ik|g(x0)_$0|- (N.6)
DEMONSTRATION. Voir preuve dans [RDOS88&, Théoréme du point fixe p. 63, section 2.4.3]. Ce théoréme de
point fixe se démontre dans un cadre beaucoup plus général que le théoréme [N.1l Il repose sur la majoration

suivante : pour tout n > 1 : il existe £ € [x,—1,x,] tel que

|2 — 1] <

|Tnt1 — 20| = [g(xn) — g(Tn-1)| = |g/(§)| |Tn — Tn-1],

et donc
[Znt1 — zn| = 19 ()| |20 — Tp]. (N.7)
D’apreés (X)), il vient donc
|Xnt1 — Tn| < Kk|zn — Tp_1] (N.8)
et donc par récurrence sur n
|Tn1 — Tn| < K" |21 — 20, (N.9)
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210 N. UN THEOREME DE POINT FIXE

On consideére ensuite deux entiers n et p en supposant par exemple p < n. On a par inégalité triangulaire :

n—p—1
|zp — @n| < Z |Tptg — Tptg1] (N.10)
q=0
et donc, d’apres (N.9),
np—1
lzp — x| < |21 — 20| Z kPt
q=0
En utilisant la somme des termes d’une suite géométrique, il vient compte tenu de 0 < k < 1,
kP
|zp — x| < |x1 — o] - (N.11)

—1-k
Cette inégalité assure d’une part que la suite x,, a une limite égale & [, 'unique point fixe de g et d’autre part,
en y faisant n — +o0 :

kP
1— & |331 — $0| . (N12)
ce qui est donc (NL6)). O

VPZL |1'p7a|§

Donnons une derniére majoration, utile parfois en pratique :

LEMME N.3 (Autre conséquence sur la convergence de la méthode du point fixe).
Sous les hypothéses du théoréeme[N.1, on a pour tout n € N*,

|z, =1 < |Zn — Tn—1]. (N.13)

1—-k
DEMONSTRATION. On a effet, d’apres (), de fagon analogue a (N.1))
|n — 1] = |g(zn-1) — g(1)],
=19'(Ollzn-1 -1,
S k|xn—1 - l|a
< k(|zn-1 — zn| + |20 — 1),
et donc
(1 =k)|xn — 1| < k|lxn-1 — xnl,
ce qui permet de conclure car 1 — k > 0. O
Ce résultat fournit une preuve alternative du théoréme
AUTRE PREUVE DU THEOREME [N.21 On réécrit (N.9) sous la forme
|n — 21| <K |y — 2ol

ce qui permet de conclure directement en utilisant (N.13)). O
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Annexe O
Majoration de I’erreur pour une méthode d’ordre p
Montrons dans cette annexe le résultat du lemme et de la proposition

DEMONSTRATION DU LEMME [3.32]
Par définition, il existe une constante C' > 0 telle que

Vn €N, |e”+;| <C. (0.1)
|en|
D’apreés linégalité (O.T)) :
le1] < Cleol?,

Puis, de nouveau d’aprés I'inégalité (O.J)) :
[eal < Cleal” = C(Cleal”)? = C**Pleg| ),
Puis, de nouveau d’apreés l'inégalité (O.J)) :
les| < Cles|P = C(Cl+p|€0|p2)p = OLHPP? g | 0°),
On a alors
VnEN, |en| < CHPTP HAp" o (07, (0.2)

Cela se montre par récurrence sur n.
Démontrons cela par récurrence sur n € N. Pour n = 0, on a bien

Jeol < leo] = €= Jeo| ™).
Supposons maintenant (O.2)) vraie pour n. Démontrons-1a pour n + 1. On a d’aprés I'inégalité (O) :
lent1] < Clen|?,
et donc on a successivement :
lent1| < C<C1+p+p2+.<.+p"’*1|eo‘(p")>1j7
— coP(+p+p*+...4+p" 1)) <|eo|(p")>’]’
_ Crc(zﬂ-H?Z-o—zz)L"-hmH?")‘eo|(p><P")7
— o(1+p+p*+p%+...+p™) ‘60|(10"+1)7
ce qui est bien ([O.2) au rang n + 1. &
e Sip=1,ona
l4p+p°+..+p" t=nx1l=n,
et donc d’apres (0.2)),
YneN, ey < C"egl.

ce qui permet de conclure.

REMARQUE O.1. Ce calcul est en fait identique & celui fait dans la preuve de la proposition[3.20 page 78]
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212 O. MAJORATION DE L’ERREUR POUR UNE METHODE D’ORDRE p

e Sinon, on a p # 1 et donc

" —1
l+p+p?+..+pt=2
p—1
et donc (O.2) est équivalent successivement a
p—1 n
Vi eN, e < CUFT) oo™,

n

< c(%)c(p%ﬁ)w(p"),
< o) (C(ﬁ))(pn)|eo|(p")7

< o) (jeglc70)) .

ce qui permet de conclure en considérant les nombres v et § défini par

N =), (0.3a)
§ = |eoC(FHT), (0.3b)
O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [3.93 PAGE 811

(1) Sip =1, il suffit de raisonner comme dans la preuve de la proposition .21l
(2) Sinon, p > 1 et si |eg| est assez petit (pour que [B.E5]) ait lieu), d’aprés (3.490), on a 6 < 1 et la limite
de |x,, — r| est bien nulle quand n tend vers Uinfini!
Pour avoir
|z, —r| <e
il suffit donc que
75(1)") <e,
ce qui est équivalent a
§P") <

€
5
Si on prend le logarithme de cette inégalité, on arrive a

€

P =10
Si on prend de nouveau le logarithme de cette inégalité, on arrive a

1 | —hl%
> .
o (2)

et donc

ce qui permet de conclure.
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Annexe P

Convergence des méthodes d’ordre p

Attention : cette annexe, rédigée avant le cours, a des notations parfois légérement différentes de celui-la.
Reprenons les résultats de 'annexe [Nl et adaptons-les & une méthode d’ordre p. Dans toute cette annexe,
la suite (z,) est définie par z,+1 = g(x,) et on suppose que cette suite converge vers [, point fixe de g. On
note
VneN, e,=x,—1 (P.1)
Rappelons la [BM03, Définition 4.3] : voir la définition 3301
Rappelons la [BM03, Proposition D.1].

ProposiTION P.1.
e Si lordre de convergence p est égal & un, il existe § € [0, 1] et un entier N tels que

Yn eN, le,tn| < 8"en]. (P.2)
e Si lordre de convergence p est strictement supérieur ¢ un, il existe § € [0,1[, v € R4 et un entier N
tels que
VneN, |enin| <~6P. (P.3)
DEMONSTRATION.

e Silordre de convergence est égal a un, il existe 6 € [0, 1] et un entier N tels que, pour tout entier & :

len+rt+1] < Olenil-
On en déduit
lensn| < 6" [en].
e De méme, si I’ordre de convergence est strictement supérieur & un, il existe D € R tel que, pour tout
entier k et pour tout entier IV,

lentrt1] < Dlenyrl”
Ainsi, pour £k =0, on a
lens1] < Dlenl”.
Pour £ =1, il vient donc
lex2l < Dl < D(D]en]”)” = D' ex] (7).
On montre par une récurrence immédiate sur n que

VneN, lensn| < Dl-i-;u-i-p2-|-----i-;D”f1 |6N|(Pn) ,

ce qui implique, puisque p > 1 :
n_ n - (")
ensn| < D5 en| ) = D71 (DFT fen) .

La majoration (P.2)) est valable puisque la convergence est a fortiori d’ordre 1. Ainsi e,, tend vers zéro
et en prenant NV assez grand
1
D71 |6N| < 1)

ce qui nous permet de conclure.
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214 P. CONVERGENCE DES METHODES D’ORDRE p

O

REMARQUE P.2. Dans le cas ou p > 2, notons que cette preuve fournit les valeurs de v et § données par
(avec N assez grand)

v = l)lTlp7 (P4a)
§=Drilen| < 1. (P.4b)

Si on note [a, 8] Uintervalle d’étude, si on choisit N = 0 et que l'on suppose

DB —a| <1, (P.5)
alors on a
N=Dr, (P.6a)
§=D71 (8- a), (P.6b)
VneN, e, <~6P). (P.6¢)

Rappelons le [BM03, Corollaire D.4.].
COROLLAIRE P.3. Si l'ordre de convergence p est strictement supérieur a un, on a & l’infini
Tn4+1 ~ PTn, (P?)

ce qui signifie, que pour n assez grand, & chaque étape, le nombre de décimales exactes est asymptotiquement
multiplié par l’ordre de convergence de la méthode.

DEMONSTRATION. Voir [BM03, Corollaire D.4.]. O

Nous concluons en donnant une généralisation du résultat (N.6)) pour des méthodes d’ordre p. L’inconvé-
nient de la majoration (P.6d) n’est pertinente d’aprés (P.6L) que si 8 — « est assez petit pour assurer D < 1.

THEOREME P.4. On suppose que la fonction g est de classe CP sur [a, ], qu’elle laisse I = [a, (] stable,
que sont vérifiées les hypothéses [B.80) et B.8T) avec p > 2. On considére M telle que

Vz € [a, 8], ’g(p)(:c)’ < M. (P.8)

et on suppose que (N1 a lieuﬁ. Posons

M -1
A= ———(a-B)""", P.9a
S5 (P.90)
B=kr"te0,1]. (P.9b)
On pose, pour tout n € N*,
F(n) = A"B™5 S 49" 50, (P.10)
q=0
Alors
nl;ngo F(n)=0 (P.11)
et
Yn e N*, |z, — | <|z1 — zo| F(n). (P.12)

1. ce qui est vrai d’aprés (3.86) si 8 — « est assez petit.
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P. CONVERGENCE DES METHODES D’ORDRE p 215

DEMONSTRATION. Pour tout « € [a, £], la formule de Taylor-Young appliquée a ¢’ sur [I, 2] implique qu’il
existe £ € [, z] tel que

1 1
/ 7 " -1) p—2 P p—1
gx)=9g )+ (x-0g" 1)+ ...+ gP V() (x -1 + gP (D) (x —1 ,
(€)= 40+ (o= D50+ o+ g0 07+ e -
soit, compte tenu de ([3.86) et de (P.g]),
M
Vo € [a, B g (z)] < ——— |z — 1P~ 1, P.13
. Bl19/ @) < sl (P13)
Si, de plus = € [y, Zpt1] OU & € [Tp41,2y], alors
|z — 1] <max (lzn — 1], [zni1 — 1),
et, d’aprés (N3)), toujours valable
< |zo — I| max(k™, k"1,
et, puisque k£ < 1
= |.T0 — l| k™.
On a donc, d’apres (B13),
. / M n p—1
Six € [Tn, Tnt1] OU T € [Tny1,Tn], ¢ ()] < (K™ |zo = 1) (P.14)

Par ailleurs, (N.7)) est toujours valable et fournit, grace a (BI14),

|xn+1 - $n| = |g/(§)| |xn - $n71|7
Mo, .
< (p—l)!(k 2o — U)P 7 |2n — @],
Mo .
Sm(k oo = B |z — Tn1] .-

Bref, en considérant A et B définis par (B9), on a
Yn € N*,  |xpt1 — xn| < AB"||xn — Tpe1] - (P.15)
En raisonnant de fagon proche de 1'établissement par récurrence de (N.3)), on a

|-Tn+1 - -Tn| S ABn| |:En - xn—1| ’

< A23n+(n—1)| |1'n71 — Tp-2|,

< Aan+(n71)+(n72)+...+1 |1,1 — z0],

< Aan(n;l) |$1 — $0| 5

soit

n(n

= | — @l (P.16)

Vn e N, |zp41 —an| < A"B
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On considére ensuite deux entiers n et p en supposant par exemple p < n. On écrit de nouveau l'inégalité
triangulaire (NI0) et il vient

n—p—1
|2p — @n| < Z |Zp+q — Tptq+1l,

! ( )( )
p+q)(p+q+1
< E AerqB 2 |$1 — $0| s
q=0

n—p—1
p(p+ (p+a)(p+q+1) _ p(p+1)
APB |£L'1 — 1'0| E A‘B 2 2,
q=0
n—p—1
p(p+ 9 +2pq+q +2pq+q
< APB |£L'1 71‘0| E A'B 2
q=0
Ainsi,
} n—p—1
P p+ a“+2pg+taq +2pq+q
Vn,pe N*, n>p= |z, —2,| < APB |z17z0| E AIB =2 (P.17)
q=0
A , L. L, a2 +2pa+q
A p fixé, la série de terme général ATB™ 2 est convergente. En effet, on a

a®>+2pa+q

2
AIBTTET < A1BY

et donc
(4> +2pq+q)(p+1)

2
¢*AB Xp <%lnB+qlnA+21nq>,

qui tend vers zéro quand ¢ tend vers I'infini et donc

Aqu2+22pq+q — 0 (i) .
q2

Dans (PI7), on peut faire tendre n vers l'infini, ce qui donne

|$1 — .Tol ZAqB

q=0
On considére F' défini par (P10). On a donc démontré (P.I2). Pour conclure, montrons (PII)). 1l suffit d’écrire

Apo(p;rl) ZAqB +2pq+q < Apo(p+l) ZAqBé _ (Apo(p+l)) ’
g=0 q=0

p(p+ a“+2pgtgq +2pq+q

VpeN*, |z, — 1| < APB

2
P L. P a_
en remarquant comme précédemment que la série de terme général A9Bz est convergent. [l

L’intérét de ce théoréme est qu’elle est valable pour tout A, le nombre B étant toujours plus petit que 1.
Sa difficulté réside dans le calcul de la somme (PI0Q)), qui peut s’approcher par troncature et controle du reste.
Exemple numérique issu des TD ?

Calcul explicite de la somme (PI0) ¢
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Annexe Q

Compléments sur la divergence de la méthode du point fixe (sous
forme d’un exercice corrigé)

Afin d’illuster les propositions [B.11] et [B.12] nous donnons dans cette annexe, un exercice donné en examen
en Informatique 3A, & ’automne 2018, puis nous concluons par quelques remarques.

Enoncé

Soit la fonction g définie par

Ve e I =][0,1],

olz) = {23@, six €0,1/2], Q1)

21 —xz), sixzell/2,1].
Montrer que les points fixes de g sont 0 et 2/3.
Montrer que I est g-stable (i.e., si € I alors g(z) € I).

)
)
(¢) Que peut-on en déduire sur la suite de la méthode du point fixe définie par z,1 = g(z,)?
) Quelles sont les seules limites possibles de cette suite ?

)

Est-ce que 'on peut affirmer que I'hypothése (3.39h) de la proposition est vérifiée ?
est vérifiée 7

Peut-on affirmer que la méthode du point fixe converge ?
Est-ce que l'on peut affirmer que ’hypothése ([B.32d) de la proposition 312 est vérifiée ?
Peut-on affirmer que la méthode du point fixe ne converge pas?

Calculer les 6 premiéres valeurs de la suite z, du point fixe pour zy = 1/24. On s’efforcera de
calculer les différentes valeurs de x,, sous forme de fraction. On pourra faire un petit graphique.
Est-ce que dans ce cas, la suite du point fixe converge 7
(b) Calculer les 5 premiéres valeurs de la suite x,, du point fixe pour zg = 1/7. On s’efforcera de calculer
les différentes valeurs de x,, sous forme de fraction. On pourra faire un petit graphique.
Est-ce que dans ce cas, la suite du point fixe converge 7
(¢) (i) Calculer les 9 premiéres valeurs de la suite x,, du point fixe pour 2o = 1/4 7. Avec du courage,

on pourra déterminer x,, sous la forme a,, + 7b,, ol a, et b, sont des entiers (pour n > 2).

(ii) Que remarquez-vous ?

Corrigé

Pour plus de détails, on pourra counsulter |[BM03, Exercice 4.9 et TP 4.N] ainsi que https://www.
univers-ti-nspire.fr/files/pdf/14-th_point_fixe-TNS21.pdf.
Soit la fonction g définie par

veelI=[0,1, g(z)= {2% siz € [0,1/2],

2(1—z), sizell/2,1].
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Q. COMPLEMENTS SUR LA DIVERGENCE DE LA METHODE DU POINT FIXE (EXERCICE CORRIGE)

(1) (2)

()

Si on résoud g(z) = z, on a deux cas :
— Siz €0,1/2], cela est équivalent & 2z = x et donc x = 0 qui est bien dans [0,1/2].
— Si, au contraire, on a x € [1/2,1], cela est équivalent & 2(1 — x) = z et donc 3z = 2, soit encore
x = 2/3 qui est bien dans [0,1/2].
Ainsi,
les points fixes de g sont 0 et 2/3. (Q.3)
Soit = € [0,1]. On a deux cas :
— Siz € [0,1/2], alors g(z) = 2z € [0,2 x 1/2] = [0, 1].
— Siz € [1/2,1], alors g(z) =2(1 — ) €[0,2 x 1/2] = [0, 1].
Ainsi
I est g-stable. (Q.4)
De cela, on peut déduire par récurrence sur n, que si g € I, alors, pour tout n, x,, est dans I, et
c’est tout !

Puisque g est continue, les seules limites possibles de z,, sont les points fixes, c’est-a-dire 0 et 2/3.
Les seules limites possibles de x,, sont 0 et 2/3. (Q.5)
g est dérivable sauf en 1/2. 1l est clair que
voe I\ {1/2}, lg'(s) =2, (Q.6)
et donc 'hypothése (3.:39D) de la proposition [3:19 page 77 n’est pas vérifice.

Ainsi, les hypothéses de la proposition B.I9ne sont pas assurées. Celle-ci assurait que la convergence
du point fixe avait lieu; si les hypothéses ne sont pas vérifiées, on ne peut donc affirmer que la
méthode converge (ou diverge d’ailleurs!).

) D’aprés (Q.6), 'hypothése (B32d) de la proposition [3:12 page 75| n’est pas vérifiée.

Comme précédemment, on ne peut pas affirmer que la méthode du point fixe ne converge pas (ou
converge!).

REMARQUE Q.1. On peut en fait réduire I & Iy = [0,¢] ou Ix = [2/3—¢,2/3+¢] (avec 0 < e < 1/3),
ce qui rend vraie 'hypothése (3:32d) de la proposition [3.12 page 75 Malheureusement, dans ce cas,
I’hypothése ([3.32D0) de la proposition n’est pas valable. En effet, si par exemple, x
n’appartient pas & I1, on ne peut affirmer que g(x) (qui existe) n’appartient pas a I;. En effet,
peut appartenir & [1 —e/2,1]. Dans ce cas, g(x) appartient a [2(1 —1),2(1 —1+¢/2)] = [0,¢] = I3.
De méme, si z n’appartient pas a I3, il peut appartenir a [1/3 —&/2,1/3 4+ ¢/2] et dans ce cas g(x)
appartient a [2(1/3 —¢/2),2(1/34+¢/2)]| =[2/3 —¢,2/3 +¢] = L.

On obtient les valeurs données dans les tableaux ou Voir aussi la figure On constate
qu’une fois les 4 premiéres valeurs de x,, passées ({1/24,1/12,1/6,1/3}), la valeur de ,, est constam-
ment égale a 2/3, point fixe de g.

Dans ce cas-1a, la suite converge donc vers 2/3.

On obtient les valeurs données dans les tableaux ou Voir aussi la figure

On constate qu’'une fois la premiére valeur de z,, passée ({1/7}), les valeurs de z,, présentent un
cycle : {2/7,4/7,6/7}, puisque g(6/7) = 2/7.

Dans ce cas-14, la suite ne converge pas, puisqu’elle "oscille" en permanence.

(1)
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0]1/24
1]1/12
2] 1/6
3] 1/3
4
5

2/3
2/3

TABLE Q.1. Valeurs de z,, pour zo = 1/24.

| Zn |
0.041666666666667
0.083333333333333
0.166666666666667
0.333333333333333
0.666666666666667
0.666666666666667

o |lw | =|o|S

TABLE Q.2. Valeurs (numériques) de x,, pour xo = 1/24.

09r
081

0.7

0.6

051

0.4r

031

021

fonction
0.1r itérés du point fixe
*  derniere valeur

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE Q.1. méthode du point fixe pour xg = 1/24.
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0]1/7
1[2/7
2 [ 4/7
316/7
412/7

TABLE Q.3. Valeurs de z,, pour 2o = 1/7.

Ln] 2 |
0.142857142857143
0.285714285714286

n
0
1
21 0.571428571428571
3
4

0.857142857142857
0.285714285714286

TABLE Q.4. Valeurs (numériques) de z,, pour xo = 1/7.

081

0.7

0.6

051

0.4r

031

021

fonction
0.1r itérés du point fixe
*  derniere valeur

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE Q.2. méthode du point fixe pour zy = 1/7.

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBIif N. Débit & J. Bastien



CORRIGE

[n] an an
0 0 1/4
1 2 ~1/2
2 4 -1
3 —6 2
4 —12 4
5 26 —8
6 —50 16
7 —100 32
8 202 —64
9 —402 128

10 —804 256
11 —1608 512
12 —3216 1024
13 6434 —2048
14 12868 —4096
15 25736 —8192
16 51472 —16384
17 102944 —32768
18 205888 —65536
19 —411774 131072
20 823550 —262144
21 1647100 —524288
22 —3294198 1048576
23 6588398 —2097152
24 —13176794 4194304
25 26353590 —8388608
26 —52707178 16777216
27 105414358 —33554432
28 —210828714 67108864
29 —421657428 134217728
30 —843314856 268435456
31 1686629714 —536870912
32 —3373259426 1073741824
33 —6746518852 2147483648
34 —13493037704 4294967296
35 26986075410 —8589934592
36 —53972150818 17179869184
37 —107944301636 34359738368
38 —215888603272 68719476736
39 —431777206544 137438953472
40 863554413090 —274877906944
41 —1727108826178 549755813888
42 3454217652358 —1099511627776
43 6908435304716 —2199023255552
44 —13816870609430 4398046511104
45 27633741218862 —8796093022208
46 —55267482437722 17592186044416
47 —110534964875444 35184372088832
48 —221069929750888 70368744177664
49 442139859501778 —140737488355328
50 884279719003556 —281474976710656
51 —1768559438007110 562949953421312
52 —3537118876014220 1125899906842624
53 —7074237752028440 2251799813685248
54 —14148475504056880 4503599627370496
55 28296951008113762 —9007199254740992
56 —56593902016227522 18014398509481984
57 —113187804032455044 36028797018963968
58 —226375608064910088 72057594037927936
59 452751216129820178 —144115188075855872
60 905502432259640356 —288230376151711744
TABLE Q.5. Valeurs de z,, = a,, + wb,, pour 29 = 1/4 7.




222 Q. COMPLEMENTS SUR LA DIVERGENCE DE LA METHODE DU POINT FIXE (EXERCICE CORRIGE)

UCBL/Polytech

[r] Tn
0 | 0.785398163397448
1 | 0.429203673205103
2 | 0.858407346410207
3 | 0.283185307179586
4 | 0.566370614359173
5 | 0.867258771281654
6 | 0.265482457436692
7 | 0.530964914873384
8 | 0.938070170253233
9 | 0.123859659493535

10 | 0.247719318987069
11 | 0.495438637974138
12 | 0.990877275948276
13 | 0.018245448103448
14 | 0.036490896206895
15 | 0.072981792413791
16 | 0.145963584827581
17 | 0.291927169655162
18 | 0.583854339310324
19 | 0.832291321379352
20 | 0.335417357241296
21 | 0.670834714482593
22 | 0.658330571034814
23 | 0.683338857930372
24 | 0.633322284139257
25 | 0.733355431721486
26 | 0.533289136557027
27 | 0.933421726885945
28 | 0.133156546228109
29 | 0.266313092456218
30 | 0.532626184912436
31 | 0.934747630175127
32 | 0.130504739649746
33 | 0.261009479299491
34 | 0.522018958598983
35 | 0.955962082802035
36 | 0.088075834395931
37 | 0.176151668791861
38 | 0.352303337583722
39 | 0.704606675167445
40 | 0.590786649665111
41 | 0.818426700669779
42 | 0.363146598660442
43 | 0.726293197320884
44 | 0.547413605358232
45 | 0.905172789283535
46 | 0.189654421432930
47 | 0.379308842865860
48 | 0.758617685731720
49 | 0.482764628536561
50 | 0.965529257073122
51 | 0.068941485853756
52 | 0.137882971707512
53 | 0.275765943415025
54 | 0.551531886830049
55 | 0.896936226339902
56 | 0.206127547320196
57 | 0.412255094640392
58 | 0.824510189280785
59 | 0.350979621438431
60 | 0.701959242876861

TABLE Q.6. Valeurs (numériques) de x,, pour zo = 1/7.
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On obtient les 60 premiéres valeurs données dans les tableaux ou Voir aussi la figure

0.7

fonction
0.6 itérés du point fixe
*  derniere valeur

051

0.4r

031

021

14

FIGURE Q.3. méthode du point fixe pour 2y = 1/4 7.

Q.3
On peut montrer que, si zop = 1/4 7, alors
Vn e N\ {0,1}, 3Man,bn) €Z, x5 = ayn + 7hy. (Q.7)

En effet, c’est vrai pour n = 0 avec ag = 0 et by = 1/4 (qui n’est pas entier!). On démontre
ensuite que (Q.7) est vrai par récurrence sur n avec a,, et b, dans Q. Pour I’existence, on suppose
que cela est vrai pour n. Pour n+ 1, on a, si x,, € [0,1/2],

Tnt1 = 9(Tn) = 2z, = 2ay, + 7(2by,),
et donc
ant1 = 2an,
bns1 = 2by,.
Au contraire, si x, € [1/2,1], on a
Tnt1 = g(xn) =2(1 —x,) = 2(1 — ay,) + 7(—2by,),
et donc
ant1 = 2(1 = an),
bpy1 = —2by,.
On a donc les formules de récurrence :
Vn €N, {an_ﬂ =2an, bpr1 = 2b,, si ap, + 7by, €10,1/2], (Q8)
ant1 =21 —ayn), bpy1 = —2b,, sia,+wb, €[1/2,1].

Il est clair que, si a,, et b, sont rationnels, il en est de méme pour a,1 et b,4+1. L'unicité vient
du fait que, si
a, + mb, = a; + Wb;l,
alors
(an —al) +7(b, — b)) =0,
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et lirrationnalité de 7 entraine la nullité de a,, — a, et de b, — b),. Enfin, on constate dans le
tableau que, pour n = 2, a, et b, sont entiers et (Q.8)) entraine par récurrence sur n que
cela est vrai pour tout n > 2.

On constate que les premiéres valeurs de z,, sont toutes deux & deux distinctes. On peut montrer

qu’il en est de méme pour toutes les valeurs de x,,.

REMARQUE Q.2. Sur le tableau on constate que les valeurs de |ay| et de |b,| sont de plus
en plus grandes. Plus précisément, montrons que

ngr-{-loo |an| = +00, (an)
ngl}rloo |bn| = +o0. (Q.9b)

En fait, montrons tout d’abord par récurrence sur n que
Vn>2, |b,|=2""% (Q.10)

ce qui implique (Q.9b)). Dans le tableau on constate que (Q.10) est vrai pour n = 2.
Supposons maintenant (Q.10]) vraie pour n > 2. Montrons-la pour n + 1. D’aprés (Q.8) et la
récurrence, on a donc

|bg1]| = 2|by| =2 x 2772 = 2771,
ce qui est bien (Q.10) & ’ordre n + 1. Montrons maintenant que

VY >2, |an| >2""%(|ag] — 2) + 2. (Q.11)
ce qui implique, d’aprés la valeur de |as| donnée dans le tableau (@Q.9a)). Montrons d’abord
Y > 2, lant1| > 2lan| — 2. (Q.12)

On asi a, + wb, € [0,1/2]
|ant1| = 2]an| > 2|a,| — 2.
Si ap, + 7b, € [1/2,1], on a alors, d’aprés une inégalité triangulaire,
sl = 1200 = an)| = 201 = an| = 2Jan — 1 > 2(jan] — 1) = 2lan| - 2.
Concluons enfin en montrant (Q.II). On a pour a = 2,
a=2a— 2, (Q.13)

et donc en soustrayant a (Q.I3), on a

Yn>2, lant1] —a > 2|an] — 2a,
soit

Vn > 2, lanti| —a > 2(Jan| — @),
et par une récurrence immédiate

Y >2, |an| —a>2""2%(|ag] — a),

et, puisque a = 2, (Q.11]) en découle.

Quelques remarques

UCBL/Polytech
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Dans cet exercice, on étudie une méthode de point fixe dont la convergence ne peut étre a priori
affirmée (la proposition [3.I9 page 77| du cours ne s’applique pas.) et la divergence ne peut étre a priori

affirmée (la proposition du cours ne s’applique pas.) En fait, pour tout g appartenant
a I =10,1], la suite est soit convergente, soit divergente. Plus précisément, on montre que, pour tout

g € I, seuls les trois cas exclusifs suivants peuvent se présenter :
(a) La suite (z,) posséde une infinité de valeurs distinctes;
(b) il existe p > 0 tel que g, 1, ..., sont deux & deux distincts, puis la suite est stationnaire, c’est-
a-dire
Vg>p+1, z4=um,. (Q.14)
(c) il existe p > 1 tel que xg, 1, ..., 2, sont deux & deux distincts, puis la suite est cyclique mais non
stationnaire, c’est-a-dire : il existe r € {0,...,p — 1} tel que

Tptl = Tp, Tpt2 = Tpgl, . Tpyk =Tp—1 aveck =p—1—7. (Q.15)

Dans ce cas, on dit que la suite est cyclique d’ordre k + 1. Naturellement, les valeurs suivantes des

itérés se déduisent par périodicité.

Dans le cas[Ial on peut appliquer alors la proposition du cours et il y a divergence.
Dans le cas[Id, il y a aussi divergence. Au contraire, dans le cas[Ihl il y a convergence. On peut méme
expliciter la partition U, V et W de I telle que le[Iala lieu si 29 € U, le[[B a lieu si g € V, le[Id a lieu
sizg € W.Ona: (R\Q)UI CU et en particulier, /4 appartient & U. Par exemple, 1/24 appartiennt
a V. Par exemple, 1/7 ou 1/84 appartiennent & W. Les ensembles V et W sont dénombrables. On peut
donc affirmer que, pour presque tout xg € I, la suite du point fixe est divergente. L’ensemble des xg
ot il y a convergence est cependant dense dans I.

Sur le plan numérique, les arrondis de calculs rendent les choses plus complexes.

La divergence a en théorie lieu par exemple avec zy = /4. Si on fait les calculs en symboliques,
on obtient bien toutes les valeurs de x,, différentes comme le montre la figure ce qui n’est plus
vrai pour la figure Dans ce dernier cas, pour n = 51, on a z,, = 0, c’est-a-dire une convergence
vers 0.

Si on prend P = 318310 points équirépartis dans [0, 1] définis par x; = ih o i est un entier et
h = 7/1000000, on observe dans tous les cas, une convergence vers zéro, alors que, dans ces cas, on
devrait observer une divergence !

Si on prend cette fois-ci P = 1000000 points aléatoirement répartis dans [0, 1], on observe dans
tous les cas, une convergence vers zéro !

Pour éviter d’avoir ce probléme d’arrondis ou d’avoir des temps de calculs trop long diis aux symbolique,
on peut utiliser une autre fonction g définie par

Ve e[0,1], g(zx) = —42® + 4z. (Q.16)

Comme précédemment, la fonction g définit une suite (x,), qui en général ne converge pas. On peut
aussi définir la partition U, V et W de I qui traduit les trois cas précédemment évoqués. Cependant
la détermination analytique de U et V n’est pas possible ici. Les calculs se passent beaucoup mieux
comme le montre la suite.

La divergence a de nouveau en théorie lieu par exemple avec xg = 7/4, ce qui est bien observé
cette fois-ci sur la figure

Si on prend P = 319 points équirépartis dans [0, 1] définis par x; = ih ou ¢ est un entier et
h = /1000, on n’observe que dans 0.31 % des cas, une convergence vers zéro, alors que, dans ces cas,
on devrait observer une divergence !

Si on prend cette fois-ci P = 1000 points aléatoirement répartis dans [0, 1], on observe dans tous
les cas, une divergence (aucune valeur égale).
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09
0.8
0.7
0.6
05F

0.4r

fonction
itérés du point fix
*  derniere valeur

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(a) en symbolique

09

08

0.7

0.6

05F

0.4r

fonction
itérés du point fixe [\
*  derniere valeur

0.3

021

0 o I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(b) en numérique
FIGURE Q.4. calculs pour g = 7/4

(4) Pour les deux fonctions g définies précédemment, on parle de comportement chaotique de la suite z,.
En effet, elle peut converger ou pas. En cas de divergence, les valeurs qu’elles prend, si elles sont en
nombre infini; occupent "tout" [0, 1] de fagon imprévisible.

(a)
Plus précisément, on considére les deux valeurs initiales trés proches ug = 7/4 et ug = /4 + € ou
e=1.10"12

et on trace les valeurs |uy, (ug) — un(up + €)| sur la figure[Q.6] Cet écart apparait imprévisible et ne
reste jamais trés longtemps proche de zéro.

(b)
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09

08

0.6

05F

0.4r

fonction
itérés du point fixe
#*  derniere valeur

0.3

0.2

0.1

FIGURE Q.5. calculs pour zg = /4 et g définie par (Q.16]).

0 1 1 I | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

FIGURE Q.6. Ecarts entre z,, pour zo = /4 et xg = 7/4 + € et g définie par (Q.16).

Faisons varier n dans {1000, 10000, 100000}. Par exemple, pour n = 10000, les valeurs (toutes
différentes) prises par z;,, sont représentées en figure Si on calcule les différentes valeurs de p,
deéfini comme le rapport de 1’écart maximal divisé par h = 1/(n + 1), on obtient

pour n = 1000, p = 10.66,
pour n = 10000, p=11.32,
pour n = 100000, p = 15.41.

Cela signifie que, si n augmente, les valeurs que prend x,,, si elles sont en nombre infini, occupent
"de plus en plus" [0, 1] et cela, de fagon imprévisible, comme le montre par exemple la figure
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09
08
0.7
0.6
05F

0.4r

fonction
itérés du point fixe
derniére valeur

0.3

0.2

0.1

FIGURE Q.7. 10000 premiéres valeurs de x,, pour zo = 7/4 et g définie par (Q.10).

FIGURE Q.8. Zoom des valeurs entre 0.50000 et 0.50154 de x,, pour oy = 7/4 et g définie par (Q.16).
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Annexe R

Dégénérescence de la méthode de Newton et méthode de Newton
modifiée

Justifions tout d’abord la remarque

PROPOSITION R.1. Si f est de classe C? sur un intervalle du type [r —e,r + €|, si f'(r) =0 et si f' est
non nulle sur [r —e,r + €]\ {r}, alors la méthode de Newton est linéaire.

De fagon plus générale, on alors le résultat suivant

PROPOSITION R.2. Si f est de classe C? sur un intervalle du type [r —e,r +¢], sir est un zéro d’ordre pE
alors la méthode de Newton modifiée définie par xp1 = g(xn) o

T /(@) StTFT
Ve er—er+e], gx)= pf’(z)’ A (R.2)

St x =T.

est au moins quadratique.

On pourra aussi consulter
https://math-linux.com/mathematiques/resolution-numerique-des-equations-non-lineaires/article/
methode-de-newton

DEMONSTRATION SIMULTANEE DES PROPOSITIONS [R.I] ET Voir compléments manuscrits sur http://
utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/complementmanuscrits/10.pdf. O

On pourra consulter les deux exemples ci-dessous.
ExEMPLE R.3. Considérons la fonction f définie par

f(x) = (= a)’(z - p), (R.3)

ou [ et a sont deux réels distincts et p € N*. Si p > 2, il est clair que « est un zéro de multiplicité p > 2 de f.
On choisit les valeurs suivantes :

a =2,
f=1
p=2.

Pour g définie par (R.2), on obtient sous matalb
lim g(z) = 2,

T—a

lim ¢'(z) =0,

T—x

lim ¢"(z) =1,

Tr—«

ce qui confirme que 'ordre de la méthode de Newton modifiée est exactement 2.
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-16 L L | -9 L L L L I I I |
-15 -10 -5 0 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 0

(a) Méthode de Newton habituelle (b) Méthode de Newton modifiée

FicUrRE R.1. Le nuage de points In — In.

On étudie f au voisinage de a. On obtient les itérés de la méthode de Newton dans le tableau [R.l et ceux
de la méthode modifiée dans le tableau[R.2] qui semble mieux se comporter. Afin de comparer le comportement
des deux méthodes, on procéde exactament comme dans le corrigé de ’exercice de TD B4l On obtient alors les
deux nuages In — In des points représentés sur les figures [R.Il Enfin, les deux mesures de pentes de ces nuages
fournissent les corrélations 0.99998221 et 0.99937031 ainsi que les deux pentes 1.00377621 et 1.91625254 ce qui
confirme l'ordre 1 de la méthode de Newton et I'ordre 2 de la méthode modifiée.

EXEMPLE R.4. On pourra consulter 'exercice des TD o1l la méthode de newton modifiée est
utilisée et comparée a la méthode de Newton habituelle dans la remarque du corrigé.

1. ce qui signifie que

f(z) = (x — r)Ph(z) avec h(r) # 0. (R.1)
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n

E2

3.000000000000000

2.600000000000000

2.347368421052632

2.193516663631397

2.104014284855781

2.054346842021410

2.027856158851746

2.014114290149136

2.007105915824401

OO N[O |W N —~|O

2.003565448288779

—_
o

2.001785885343129

—_
—_

2.000893737887931

—
\}

2.000447068368469

—_
w

2.000223584118280

—_
S

2.000111804552414

—_
ot

2.000055905400748

—
[=p)

2.000027953481662

—_
EN|

2.000013976936172

—
oo

2.000006988516924

—_
Nej

2.000003494270672

[\]
an)

2.000001747138388

[\]
—_

2.000000873569957

[\V)
[\V]

2.000000436785169

[\)
w

2.000000218392632

()
g

2.000000109196328

[\V]
ot

2.000000054598167

DO
D

2.000000027299084

[\
-3

2.000000013649542

[\
oo

2.000000006824771

\V)
Ne)

2.000000003412386

w
o

2.000000001706193

w
—

2.000000000853097

w
[\

2.000000000426549

o
=

2.000000000000104

S
ot

2.000000000000052

=
=N

2.000000000000026

S
\]

2.000000000000013

B
o

2.000000000000007

S
Nej

2.000000000000004

ot
(an]

2.000000000000002

ot
—

2.000000000000001

t
[\

2.000000000000000

ot
w

2.000000000000000

TABLE R.1.

Itérations de la méthode de Newton
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[n]on

0 | 3.000000000000000
2.200000000000000
2.015384615384615
2.000115673799884
2.000000006689053
2.000000000000000

QUi W| N -

TABLE R.2. Itérations de la méthode de Newton modifiée
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Annexe S
Convergence globale de la méthode de Newton

Complétons le résultat de la section

THEOREME S.1.
Sous les hypothéses suivantes :

(1) f de classe C* sur [a,b],

(2) f(a)f(b) <0,

(3) Va € [a, 0] f'(x) #0,

(4) [ de signe constant (non nul) sur [a,b],

(5) 1f @)/ 1f(a)] <b—a et [fO) /()] <b—a,

la suite (xy,) des itérés de Newton relative & I’équation [BI0) et définie par BI0) converge pour tout choix
de xo dans [a,b] vers l'unique 'unique solution v de [BI06) dans [a,b]. Si de plus, f de classe C3 sur [a,b)], la

méthode est quadratique.

DEMONSTRATION. Voir [BM03, Théoréme 4.31] et théoréme B.54 O
REMARQUE S.2. On peut ne supposer f que de classe C?, en utilisant la proposition [3.61 page 91}
EXEMPLE S.3 (Exemple d’application du théoréme [S.1)).
Cet exemple est issu de [Brél9al. On considére f définie sur R par
VeeR, flx)=x—e". (S.1)
f est de classe C*° sur R et on a
VeeR, fl(z)=1+e", (S.2)

qui est srictement positive sur R. Puisque f(—o00) = —o0 et que f(oc0) = oo, f admet une unique racine sur R.

De plus, f(0) = —1et f(1) =1—1/e > 0 donc cette racine est dans [0,1]. On a

vz €[0,1], f'(z)=—-e", (S.3)
qui est strictement négative. On a enfin

f0)
=-1/2,

ro) - Y

faQ) 1-e
= ——— ~0.46212.

FI) " Tre

Les hypothéses du théoréme [S] sont vérifiées sur [0, 1]. Si on choisit zg = 0, on obtient pour n = 6 itérations,
T ~ 0.56714329040978 et f(z,) ~ 1.110210716.

THEOREME S.4.
Soit f de [a,b] dans R.
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(1) On suppose qu’il existe ¢ € {1,—1} et r € [a, ] tels que

f(r)=0, (S.4a)
ef'(r) >0, (S.4b)
f est de classe C* sur [r,b], (S.4c)
ef” >0 surlr,bl. (S.4d)

Alors la suite (x,,) des itérés de Newton relative & l’équation [BI0) et définie par B90) converge pour
tout choiz de xo dans |r,b] vers r et la méthode est au moins quadratique. Si, de plus,

ef’(r) >0, (S.4e)
la méthode est quadratique.

(2) On suppose qu’il existe € € {1,—1}, r €]a,b] vérifiant (S4a) et tels que

ef'(r) >0, (S.5a)
f est de classe C* sur [a,7], (S.5D)
ef” <0 surla,rl. (S.5¢)

Alors la suite (x,,) des itérés de Newton relative & l’équation [BI0) et définie par B90) converge pour
tout choiz de xo dans [a,r[ vers v et la méthode est au moins quadratique. Si, de plus,

ef’(r) >0, (S.5d)
la méthode est quadratique.

DEMONSTRATION.
Ce théoréme est adapté de m

Remarquons tout d’abord que si zy = r, alors la suite est constante et égale a r.

(1) Démontrons le point [l avec ¢ = 1. Remarquons que I’hypothése (S.4d) implique que f’ est strictement
croissante sur [r,b]. D’aprés (S.4h]), on a donc

/> 0sur [r,b]. (S.6)
f est donc strictement croissante sur [r,b] et d’aprés (S.4al), on a donc
f>0sur |rbl. (8.7)
Montrons, par récurrence sur n, que
vneN, r<az, <b. (S.8)

Cela implique que x,41 est bien défini. D’aprés le choix de g, c’est vrai pour n = 0. Supposons
maintenant (S.8) vraie pour un certain n. En considérant g définie par (3.91)), on a
Tnpr =7 = g(wn) = g(r)- (5.9)

Or, d’apres (392), (S7) et (S4d), on a g’ > 0 sur |r,b] et donc g est strictement croissante sur [r, b].
D’aprés ’hypothése de récurrence, on a

r<x, <b, (S.10)
et donc g(z,,) > g(r) et, d’aprés (S.9) on a donc bien x,4+1 > r. Par ailleurs, d’aprés ([3.90), on a
= _ S.11
T+l — T F(n) ( )
D’apres (S.8), (S87) et (SI0), on a donc
Tn4+1 — Tn < 0, (812)
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et donc, d’apreés (SI0), 2,41 < @, < b. Ainsi, la récurrence est établie. Enfin, en réutilisant (S.I1) et
(812), on constate que la suite (x,) est décroissante et minorée par r et converge vers [ € [r,b], qui
est un zéro de f qui ne peut étre que r. Sinon, on aurait [ > r et, d’aprés ([S.1), on aurait f(I) > 0.
1D’apres (S.4D) et la proposition 354l adaptée, la méthode est au moins quadratique. Si, de plus, on a
(S4é)), alors la proposition [3.54] implique que la méthode est quadratique.

(2) Le point [[l avec ¢ = —1. se montre en appliquant le point [[lavec e = 1 et appliqué a j~’: —f.

(3) Le point [ est laissé au lecteur. On reprend la preuve du point [Ilen adpatant et en montrant que, cette
fois-ci, la suite est croissante, & valeurs dans dans [a, r[.

O

REMARQUE S.5. On peut ne supposer f que de classe C?, en utilisant la proposition [3.61 page 91}
EXEMPLE S.6 (Exemple d’application du théoréme[S4). Soit A > 0. On considére f définie sur R par
Ve eR, f(z)=¢e"—A. (5.13)

f est de classe C* sur R. Elle n’a qu’un seul zéro, égal a In(A). On peut appliquer le théoréme [S.4] (cas [
avec ¢ = 1) a l'intervalle [In(A), b] pour tout b > log(A). Si on choisit A = 10 et 9 = b = 4, on obtient pour
n = 8 itérations, x, &~ 2.30258509299405 et In(A) ~ 2.30258509299405.

ExEMPLE S.7 (Exemple d’application du théoréme [S4). Soit f un polynéome de degré m > 3, ayant n
racines réelles distinctes et soit r, la plus grande racine de f. Le théoréme (cas[l)) s’applique sur tout intervalle
[r,b]. En effet, d’aprés le théoréme de Rolle, entre deux racines de f se trouve une racine de f’. Ainsi, f’ a au
moins n — 1 racines, deux A deux distinctes. Puisque f’ est polynomiale de degré n — 1, elle a au plus n — 1
racines. Ainsi, f’ a exactement n — 1 racines réelles, chacune d’elles étant située entre deux racines de f. De
méme, on montre que f” a exactement n — 2 racines réelles, chacune d’elles étant située entre deux racines de
f’. Ainsi, si r désigne la plus grande racine de f, alors, pour tout b > r, f est de signe constant sur [r, b]. Notons
e € {—1,1} ce signe. D’aprés ce qui précéde, f” est de signe constant sur [r,400[. Or, puisque f” y est du
signe de son coefficient dominant et c’est aussi le signe du coefficient dominant de f, qui est donc € € {—1,1}.
De méme, f’ est du signe de ¢ sur |r, +o00[ et puisque f/(r) # 0, f’ est du signe de & sur [r, +00[. Chacune des
hypotheses ([S.4) est donc vérifiée.

Si on choisit f donnée par
N

f((E) = H(‘T - k)a
k=0
dont toutes les racines simples sont k, pour 0 < k < N et donc dont la plus grande des racines est N, on
obtient pour N =5, 2y = 7, pour p = 10 itérations, x, ~ 4.99999999999999 et f(z,) ~ 2.1316210'2.






Annexe T

T

Etude de %" (sous la forme d’un probléme corrigé)

Ce probléme a été donné & ’examen a I’Automne 2019.

Enoncé

(1) On considére la fonction g définie par

VreR, g(z)=+xz. (T.1)
et on pose
a=2/5 b=1. (T.2)
(a) Montrer que g a un unique point fixe r sur [a, b] et que la méthode du point fixe est convergente
pour tout point de zg € [a, b] vers r = 1.
(b) Soit (z)nen, la suite associée & la méthode du point fixe. Déterminer l'entier n a partir duquel
|z, — 7| <eoue=1.10"1.

(c) Calculer les termes de la suite correspondant en choisissant xg = 1/2.

(2) On consideére la fonction g définie par
Vz eR, g(x)=(1/2)". (T.3)

et on pose
a=0, b=1. (T.4)
(a) Montrer que g a un unique point fixe r sur [a, ] et que la méthode du point fixe est convergente

LambertW (In(2))
In(2) '

(b) Soit (zn)nen, la suite associée a la méthode du point fixe. Déterminer lentier n & partir duquel
|7, —7| <eotte=1.10""1.

pour tout point de zg € [a, b] vers r =

(c) Calculer les termes de la suite correspondant en choisissant xg = 1/2.

(3) Les questions suivantes sont facultatives

On cherche a donner un sens & I'expression

P
s

y =2 , (T.5)
ou la puissance est prise "un nombre infini de fois".

Cette notation est ambigiie puisqu’elle peut correspondre aux deux définitions suivantes : on prend
la puissance & chaque fois par "au-dessus" :

v = (@) (T.6)

(C)

Y= , (T.7)

ou, au contraire, par "en-dessous"
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Dans le premier cas, on définira donc une suite, a = fixé, définie par :

ho(z) =z, (T.8a)
hi(x) = 2" = (ho(x))", (T.8b)
ha(z) = (2%)" = (h(x))", (T-8¢)
et ainsi de suite ... On a donc la relation de récurrence suivante :
Vo, VneN, hyii(z) = (ha(2))", (T.9a)
avec l'initialisation suivante
Vo, ho(x) ==x. (T.9b)
Dans le second cas, on définira donc une suite, & x fixé, définie par :
fo(z) =z, (T.10a)
filw) = a” = 2lo@), (T.10b)
fow) = &) = 21 (T.10¢)
fa(z) = $<I(mm)) = gF2(@) (T.10d)
et ainsi de suite ... On a donc la relation de récurrence suivante :
Vo, VneN, fou(z)=am), (T.11a)
avec l'initialisation suivante
Ve, folx) = . (T.11b)
(a) Pour z fixé, on pose
VneN, up, = hy(z). (T.12)
(i)(A) Montrer que la suite (uy),cy est définie par
VneN, u,r1=Gz(uy),
{ Uug eest c’lonné.-"_1 " (T-13)

On précisera (a x fixé) ug et la fonction (de R dans R) G,.

(B) Etudier la fonction G,. On montrera notamment que G, laisse stable les intervalles [0, 1] et
11, +o0l.

(C) Quels sont les points fixes de G ?

(D) En déduire les limites possibles de la suite (uy),, cy-

(E) Montrer que si z € [0, 1], la suite u,, tend vers 1 et que si x €]1,+00[, la suite u,, tend vers
+o0.

(F) Quel est le lien avec la question [I7?
(G) En déduire finalement I’expression de y défini par (T.4]).
(ii) Les résultats de la question peuvent &tre en fait établis beaucoup plus rapidement !
(A) Montrer que l'on a
VeeRy, VneN, hy(z)=2a"", (T.14)

(B) Conclure alors sur la convergence de la suite h,(x).
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(b) Pour « fixé, on pose
VneN, v, = fo(z). (T.15)

(i) Montrer que la suite (vy,), oy est définie par

{ VneN, tnir = Galvn),

uo est donné.

(T.16)

On précisera (a z fixé) ug et la fonction (de R dans R) G.
(ii) Etudier la fonction G,.

(iii) Quels sont les points fixes de G, ?

neN"

tudier la convergence de la suite v,,.

(v

(vi

)
)
(iv) En déduire les limites possibles de la suite (vy,)
) E
) Quel est le lien avec la question 217

)

(vii) En déduire finalement I'expression de y défini par (T.7).

Corrigé

Sur cette question, on pourra le papier trés complet |[Cam10], disponible & 'url http://citron.9grid.fr/
docs/tetration.pdf oules pages suivantes : http://mathvault.ca/derivative-tetration-hyperexponentiation/,
http://en.wikipedia.org/wiki/Tetration ou https://fr.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9tration.

Il existe d’autres pages moins détaillées comme
http://math.stackexchange. com/questions/1634746/solving-equation-with-infinite-exponent-tower
http://mathforum.org/library/drmath/view/70270.html
http://math.stackexchange. com/questions/1318481/is-this-a-valid-proof-for-xxxxx-dots-y?noredirect=1&1q=1
https://math.stackexchange.com/questions/1317314/derivative-of-xxx-to-infinity

Attention, cette derniére est erronnée puis reprise !

Plus de détails plus fins pourront étre trouvés dans [Kno81).

On pourra télécharger le zip de fonction matlab & l’adresse http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/
MNBif/examcorMNBifA19.zip qui contient des fonctions matlab & faire tourner pour la résolution des questions
Balet BHl

(1)

(a) (i)(A) On a
1

") =1/2 —. T.17

7@ =1/2— (T.17)

(B) Sur la figure on constate que la fonction g semble avoir un point fixe, correspondant &

la valeur
r=1.
(C) Sur la figure on constate que les valeurs de la fonction |¢’| sont inférieures a 0.790569.

Démontrons cela rigoureusement. La dérivée de la fonction g est monotone et ¢’ prend donc
ses valeurs entre ¢'(a) et ¢’(b). Sa valeur maximale est donc donnée par

o = 0.7905694150421

(D) Sur la figure on constate que l'intervalle [a, b] est g-stable.
Démontrons cela rigoureusement. La fonction g est croissante; ainsi, sur l'intervalle [a, b],
elle prend les valeurs [g(a), g(b)]. On vérifie que g(a) = 0.6324555320337 et g(b) = 1 sont
bien dans l'intervalle [a, b].


http://citron.9grid.fr/docs/tetration.pdf
http://citron.9grid.fr/docs/tetration.pdf
http://mathvault.ca/derivative-tetration-hyperexponentiation/
http://en.wikipedia.org/wiki/Tetration
https://fr.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9tration
http://math.stackexchange.com/questions/1634746/solving-equation-with-infinite-exponent-tower
http://mathforum.org/library/drmath/view/70270.html
http://math.stackexchange.com/questions/1318481/is-this-a-valid-proof-for-xxxxx-dots-y?noredirect=1&lq=1
https://math.stackexchange.com/questions/1317314/derivative-of-xxx-to-infinity
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/examcorMNBifA19.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/examcorMNBifA19.zip

"

I‘T N -
240 T. ETUDE DE z° (SOUS LA FORME D’UN PROBLEME CORRIGE)

[ f )
0.9- 0.8 q
0.75F i
0.8
0.7 q
0.7
0.65[ q
0.6
0.6 q
0.5F
fonction 0.551 b
itérés du point fixe
*  derniere valeur
0.4 I I I I I ) 05 I I I I I

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(a) Le graphe de la fonction g et les premiéres valeurs de (b) Le graphe de la fonction |g'|.
la suite z,,.

FIGURE T.1. Les graphes des fonctions g et |¢’|.

(ii) D’apres les points [1(a)iC| et [1(a)iD} les deux hypothéses de la proposition B:I9 sont vérifiées et
donc g admet un point fixe unique r dans I = [a, b] et, pour tout o de I, la suite (x,,) est définie
et converge vers r. Cette valeur est nécessairement celle donnée dans I’énoncé, par unicité de
celle-ci!

(b) Appliquons le résutat de la proposition B:21l; on choisit n définit par [.44), ou la valeur de k a été
donnée plus haut, ce qui donne numériquement

n=38. (T.18)
(¢) On obtient alors progressivement :

o = 0.5000000000000 ;

z1 = g(zo) = 0.7071067811865 ;
z2 = g(z1) = 0.8408964152537 ;
z3 = g(z2) = 0.9170040432047 ;
x4 = g(z3) = 0.9576032806986 ;
x5 = g(z4) = 0.9785720620877 ;
z6 = g(zs) = 0.9892280131940 ;
z7 = g(zs) = 0.9945994234836 ;
g = g(z7) = 0.9972960560855.

REMARQUE T.1. Si on calcule ’erreur réellement commise, en utilisant la valeur de x,, déterminée
ci-dessous et la valeur de r donnée dans 1’énoncé, on a

|2, — 7| = ]0.9972960560855 — 1| = 0.0027039439145,
ce qui est bien inférieur & la valeur de £ donnée dans ’énoncé.
REMARQUE T.2. Si on utilise la majoration donnée par (N.I3]), on obtient

|z, — 7| <0.0101793883594,
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fonction
itérés du point fixe
*  derniere valeur

0

0.1 0.2 0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(b) Le graphe de la fonction |g'|.
la suite x.,.

F1GURE T.2. Les graphes des fonctions g et |¢’|.

qui est bien inférieur & la valeur de € donnée dans I’énoncé.

(2)
(a) (1)(A)

(B)

On a
g (x)=—(1/2)"In(2). (T.19)
Sur la figure on constate que la fonction g semble avoir un point fixe, correspondant &
la valeur
_ LambertW (In (2))
"= In (2)

Sur la figure on constate que les valeurs de la fonction |¢'| sont inférieures a 0.693147.
Démontrons cela rigoureusement. La dérivée de la fonction g est monotone et ¢’ prend donc

ses valeurs entre ¢g'(a) et ¢’(b). Sa valeur maximale est donc donnée par

o = 0.6931471805599

Sur la figure on constate que l'intervalle [a, b] est g-stable.

Démontrons cela rigoureusement. La fonction g est croissante; ainsi, sur lintervalle [a, b],
elle prend les valeurs [g(a), g(b)]. On vérifie que g(a) = 1 et g(b) = 0.5000000000000 sont
bien dans l'intervalle [a, b].

(ii) D’apres les points [2(a)iC| et [2(a)iD] les deux hypothéses de la proposition BI9 sont vérifiées et
donc g admet un point fixe unique r dans I = [a, b] et, pour tout zo de I, la suite (z,,) est définie

et converge vers r. Cette valeur est nécessairement celle donnée dans I’énoncé, par unicité de

celle-ci!

(b) Appliquons le résutat de la proposition B:21l; on choisit n définit par [44]), ou la valeur de k a été
donnée plus haut, ce qui donne numériquement

n="T. (T.20)
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(¢) On obtient alors progressivement :

o = 0.5000000000000 ;

(
z2 = g(x1) = 0.6125473265361 ;
x5 = g(r2) = 0.6540408600421 ;
x4 = g(r3) = 0.6354978458134 ;
x5 = g(r4) = 0.6437186417229 ;
z6 = g(xs) = 0.6400610211772 ;
z7 = g(r6) = 0.6416858070430.

REMARQUE T.3. Si on calcule I'erreur réellement commise, en utilisant la valeur de x,, déterminée

ci-dessous et la valeur de r donnée dans 1’énoncé, on a

|z, — r| = |0.6416858070430 —

ce qui est bien inférieur & la valeur de £ donnée dans I’énoncé.

REMARQUE T.4. Si on utilise la majoration donnée par (N.13]), on obtient

qui est bien inférieur & la valeur de € donnée dans I’énoncé.

LambertW (In (2))
In (2)

|z, — r| <0.0036702147431,

= 0.0005000625380,

On pourra faire tourner la fonction matlab etudefonctionh.m pour obtenir les différentes courbes

des corrigés de cette question.

Pour z fixé, on pose

YneN, wu,=h,(x).

(i)(A) La suite (u),cy est donc définie par

avec

Vn € N, Unp+1 = G, (Un)a
ug est donné.

Vya GI(y) = yib = ezlnya

ug = 2.

(T.21)

(T.22)

(T.23a)
(T.23b)

(B) A z fixé, la fonction G, est définie sur R* . Puisque u; = G, (z), il est nécessaire que

reRY,

(T.24)

hypothése que P'on fera pour toute la suite. Etudions donc G, sur R%, qui y est de classe

C™.
On a

Vy e RY, Gl(y) = g

qui est strictement positive. De plus, on a

2021-2022 Automne Informatique 3A

lim G, (y) =0,
Jim, G (y)
lim G,(y) = +oc.

y——+o00
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On peut donc prolonger G, sur R en posant

Vo €R*, G,(0)=0. (T.26)

Variations de 1 /
G:D /

Signe de
GI

TABLE T.1. Tableau de variation de G,

Voir le tableau de variation [Tl Puisque G, est strictement croissante, on déduit de ce
tableau que

GZ(]O, 1[) :]Oa 1[) (T.27a)
G (11, +o0]) =]1, 400, (T.270)

et donc en particulier que

La fonction G, laisse stable chacun des intervalles 10, 1], [0,1] et |1, +o00]. (T.28)

(C) Pour z > 0, résolvons I’équation, en y, sur R, :

Ga(y) =v. (T.29)
Si x> 0, c’est donc équivalent &
P In(y) _ y (T30)

ce qui est équivalent (car y > 0) a

xzIn(y) = In(y). (T.31)

Si y # 1, cela implique x = 1. Donc, par contraposition, x # 1 implique y = 1. Dans ce cas
(T29) est vérifée. Si y = 1, cela est vrai pour tout valeur de .

Nous reviendrons plus tard sur le cas x = 0.

pour tout x € R% \ {1}, 'unique point fixe de G est y = 1; (T.32a)
si x = 1, tout réel y > 0 est point fixe de Gy, (T.32b)
(D) e Siz=1,dapres (T22), on a
VneN, upty1 =Gr(up) =u, et ug =z =1,
on a donc

pour x =1, lim wu,=1. (T.33)

n—-+o0o
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o Siz#1, dapres (T22) et (T.32a) et la continuité de G, si u, converge,
la seule limite possible de u,, est 1. (T.34)

e Nous reviendrons plus tard sur le cas = = 0.

(E) Etudions maintenant la convergence effective de la suite u,,.
Nous avons deux méthodes.

e Le cas z = 1 est déja traité (voir (T.33))) .
Nous raisonnons a la main, en étudiant la fonction y — G, (y)/y définie sur R* . Suppo-
sons donc x € R \ {1}. On a,

vy € R, Goly) _ oty -inw) — -1 5

et donc
V(@,y) € (10,1[x]0,1[)* U (1, +00[x]1,+00])*,  Ga(y) > v. (T.35)
De cela, de ([T.28) et de (T.23)), nous obtenons par une récurrence immédiate que,

Ve > 1, wup>1et upprr > Uy, (T.36a)
Ve<l1l, 0<u,<1etu,r1 > uy. (T.36Db)

Dans le second cas, la suite u,, est croissante et majorée et converge donc vers [ > 0.
D’aprés (T.32al), cette limite I ne peut étre que 1. On a donc

pour z €]0,1[, lim w, =1 (T.37)

n—-+o0o

Dans le premier cas, la suite u,, est croissante et ne peut pas étre majorée. Si c’était le cas,
elle convergerait vers [ > 1, qui serait point fixe de G, sur |1, +00[ ce qui est impossible

d’apres (T.32a). On a donc

pour x €]1,+o00[, lim wu, = +oo. (T.38)

n—-+o0o

Concluons par le cas le cas x = 0. La suite u,, n’est pas définie en toute rigueur dans ce
cas. Conformément & matlab ou & la propriété

lim z° = lim e*™®) =1,
z—01 z—0t
on peut poser
00 =1. (T.39)

Ainsi, par définition u, vaut 1 et

pour z =0, lim wu, =1 (T.40)

n—-+o0o

e On peut aussi utiliser la proposition B.19 pour montrer la convergence de la suite u,, pour
x €]0,1].

D’apres (T.25), on a

Vy €]0,1], Gl(y) = Teslny — ge=n@)eriny
Y

et donc
vy €]0,1], G (y) = ze® @1, (T.41)
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Puisque x €]0, 1], la fonction y — In(y)(z — 1) est décroissante sur ]0, 1] et donc G, est
décroissante sur |0, 1]. Compte tenu de

lim G, (y) = +0o0, (T.42a)
y—0t
G'.(1) = 0. (T.42b)

on peut obtenir le tableau de variation de GY,.

Y 0 &z 1
+00
Variations de \ !
G/ 1 \
0

TABLE T.2. Tableau de variation de G, sur [0, 1].

Voir le tableau Il nous montre qu’il existe un unique réel noté &, tel que G, (&;) = 1.

Il est donné par
g (&) @=1) — 1

ce qui est successivement équivalent &
1
€)@= — Z s In(e, ) (z — 1) = — In(z),
x

= In(,) = inﬁ)c

In(x)

=& =etw

et donc &, = H(x) on

Vo €]0,1], H(z)=eT-=. (T.43)
On a donc montré que
Vr €]0,1[, Vye [H(z),1], 0<G(y) <1. (T.44)
Remarquons aussi que G, laisse I'intervalle |H (x), 1] stable. En effet, compte tenu de la
monotonie de G, c’est équivalent &
Vo €]0,1], G.(H(x))> H(x). (T.45)
Cette propriété est admise.
On consultera la figure [T.3] pour s’en convaincre.

Si g € [H(z),1], la suite uy, est donc a valeur dans |H (x), 1[. Puisqu’elle est strictement
croissante, elle est dans un intervalle du type [H (z)+n, 1] ou > 0. D’aprés la monotonie

de G, et (I.44)), on a donc
Vy e [H(z)+n,1], 0<G.(y)<koukel01] (T.46)

Ainsi, la proposition B.I9 s’appliquent : la convergence de la suite u,, pour x €]0, 1] a lieu
vers 'unique point fixe de G, qui est donc ici égal a 1.

(F) Nous avons déja montré cette convergence dans le cas particulier de la question [
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Fiaure T.3. La fonction g,(H(z))/H(x) — 1 sur ]0, 1].

(G) Considérons h défnie par

1, siy €[0,1],

(T.47)
+oo, siy €]l,4ool.

Vye R4, h(y){

D’aprés la définition de h,, (T33), (L37), (T38) et (T.40), on a donc démontré que,

1, siy € [0,1],

(T.48)
+oo, siy €]l, oo,

Vy e Ry, ((((fcz)z)z)m)mﬁ = {
I’expression

(COPDRN
étant & prendre comme la limite quand n tend vers l'infini de
x
(@)
ol la puissance est "prise n fois" (par "dessus").

Cette propriété est corroborée par le graphique [T.4l

REMARQUE T.5. On peut montrer que la convergence de la suite de fonction h,, vers 1 est
uniforme sur tout intervalle [0, a] ot « € [0, 1. La convergence uniforme sur [0, 1] n’a pas été
étudiée avec cette méthode. Voir le corrigé de la question et notamment la remarque
L6l

(ii) La méthode de la question était surtout intéressante d’un point de vue didactique, puis-
qu’elle reposait sur I'utilisation du théoréme du point fixe. Il est en fait beaucoup plus pertinent

d’utiliser la méthode suivante :
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I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(a) : différentes fonctions h, sur Uintervalle (0, 1).

300
|
2501 | 4
1
\ 3
— s
200l \ —— 100 |
500
‘ 1000
150 ‘ 4
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‘
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100} ‘ 4
|
|
3
sob| |
0 - | | L I I | 4
1 11 1.2 13 14 15 16 17 18 1.9 2

(b) : différentes fonctions Inio(hn) sur lintervalle (1,2).

FIGURE T.4. Le comportement de h,, quand n grandit.

(A) Montrons que l'on a

VeeRy, VYneN, hy(z)=a2", (T.49)

11 suffit en effet de rappeler que

Va,b,c e R, (ab)c = a’°. (T.50)
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En effet, par définition,

(ab)c — ecln(ab) — ecln(eblr‘a) _ ecblna — abc.

Ainsi, on peut montrer (I.49)), par récurrence sur n. Avec la convention (T.39), pour n = 0,

on a bien hy(z) = x. Supposons (I.49) vraie pour n et montrons-1a pour n+1. Par défintion,
on a

hpti(z) = (hn(x))m’
et donc, d’aprés hypothése de récurrence et en utilisant (I250), on a

b1 (2) = (x(zn))”” = g3 = g(="")

ce qui permet de conclure.

)

On peut aussi écrire (T.49) sous la forme
VeeR,, VneN, h,(z)=e" 22 (T.51)

(B) Concluons alors sur la convergence de la suite h, ().

e Si x> 1, 2" tend vers +oo quand n tend vers I'infini et donc, d’aprés ([IL51), on a

nlirrgo hn(z) = +00. (T.52)

e Siz=0o0uz=1,avec la convention (T.39)), on a
nl}kIgo hn(x) = 1. (T.53)
e Enfin, si z €]0, 1], 2™ tend vers 0 quand n tend vers I'infini et donc, d’aprés (I.E1)), on a
nl}kIgo hn(x) = 1. (T.54)

REMARQUE T.6. On pourrait montrer, grace a Pexpression (I.51]), la convergence uniforme
de la fonction h,, vers la fonction constante égale a 1 sur [0, 1].

(b) On pourra faire tourner la fonction matlab etudefonctionf .m pour obtenir les différentes courbes
des corrigés de cette question.

Correction en cours de rédaction

REMARQUE T.7. Danshttps://math.stackexchange.com/questions/1317314/derivative-of-xxx-to-inf:
est établie la propriété suivante : Si y est dérivable, on a

Vo € [676,61/6, [, y'(z) = o Z;((;))ln(z)), (T.55a)
y(1) = 1. (T.55b)

REMARQUE T.8. f,(z) est parfois aussi noté "z ou = 11 n.
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3
Lambert
point fixe
25 edo i

0 I I
0 0.5 1 15

FiGURE T.5. La fonction obtenue par résolution d’edo, recherche de point fixe ou en utilisant
la fonction de Lambert sur [0, e'/€].

0

—2b

-4+

-10F

limite-Lambert
edo-Lambert

14}

|\|) HI\I»’"W\H‘\W}H \M\ \)\H}H\H)WH\)\HHH\\ ) | HHIHW

0 0.5 1 15

FIGURE T.6. Logarithme décimal de ’écarts entre les trois modes de calculs de la figure [T.5
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edo
— Lambert
point fixe

-6+ 4

15

O

FiGure T.7. Logarithme décimal de Pécarts entre f(x) et 2/(*) pour les trois modes de
calculs de la figure

n impair
n pair
25k point fixe

0.5

0 0.5 1 15

FiGURE T.8. Plusieurs fonctions f,, sur [0,e!/¢].
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10
n impair
0.9
§ n pair
point fixe
0.8+
0.7+
0.6
05
0.4
0.3F
0.2
0.1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22
FIGURE T.9. Plusieurs fonctions f,, sur [0.02,0.22].
350 T T T T T T
300 b
250 b
200 ‘ .
|
150 - ‘ T
\
|
|
|
100 | A
‘ |
50 ‘ ‘!" -
/
‘ /
) '
0 I ) | I |
1.44 1.46 1.48 15 1.52 1.54 1.56 1.58

Ficure T.10.

Plusieurs fonctions Injqo(f,) sur [e!/¢, el/¢ 4+ 0.1].
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Annexe U
Approximations de w

U.1. Introduction

Il existe de trés nombreux moyens d’approcher la valeur de w. On pourra consulter les pages suivantes :
https://fr.wikipedia.org/wiki/Approximation_de_%CF%80, http://serge.mehl.free.fr/anx/iso_perim.
html, https://melusine.eu.org/syracuse/bc/archimede/doc-a4.pdf et surtout ces derniéres@ qui ont
inspiré ce texte : http://www.pi314.net/fr/archi.php, http://wuw.pi314.net/fr/cues.php et http://
serge.mehl.free.fr/chrono/Cusa.html. Les deux méthodes constituent les plus géométriques et les plus
intuitives (et naturellement possibles a la régle et du compas) pour approcher 7.

U.2. Meéthode d’'Archiméde
U.2.1. Principe

L’idée est de construire deux suites de polygéne réguliers de méme nombre de sommets tels qu’un cercle
donnés soit circonscrit & chacun des polygone de la premiére suite (le cercle passe par tous les sommets) et
ce cercle soit inscrit dans chacun des polygone de la seconde suite (le cercle est tangent a tous les cotés de ce
polygone). Par la suite, pour simplifier les polygones auquels est cisconcrit le cercle seront dits inscrits dans
le cercle et les polygones dans lequel le cercle est inscrits seront dits circonscrits au cercle. Chacune des deux
suite de polygone se rapprochera du cercle donné de telle sorte que les polygdnes aient des périmeétres (faciles
a calculer) qui se rapprochent par défaut et par excés du périmeétre du cercle. Au début, on considére deux
héxagones réguliers inscrit et circonscrit au cercle. Ensuite a chaque étape, on double le nombre de sommet
de chacun des deux polygdnes en construisant deux nouveaux polygoénes qui soient de nouveau respectivement
inscrits et circonscrit au cercle.

U.2.2. Mise en évidence géométrique

Archimeéde a tout d’abord construit un héxagone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1/2 et un héxagone
régulier circonscrit au cercle, constructions qui peuvent étre faites a la régle et au compas. Voir figure [l Le
coté de I’héxagone inscrit est égal & 1/2 (rayon du cercle) tandis que le coté de celui qui est circonscrit vaut
V/3/3. En effet, le triangle OAB est équilatéral et sa hauteur OI (voir figure [I1I)) est égal a 1/2, rayon du
cercle. Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle rectangle OT A donne, puisque I est le milieu de [AB]

1 AB? 1 0A?

OA?> =0I*+ 1A% ==
+ 1T 1772

et donc
1
0A? = -,
3
Les périmeétres de ces deux héxagones, respectivement égaux a 6 x 1/2 = 3 et 6 X ‘/75 = /3 constituent une
approximation par défaut et par excés du périmétre du cercle, égal ici & 7 :
3 <7< 2V3=~3,4641. (U.1)

1. on pourra aussi consulter http://www.pi314.net/fr/index.php.
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FIGURE U.1. Héxagones réguliers inscrit et circonscrit au cercle de rayon 1/2.

Archiméde a ensuite construit deux autres polygones réguliers, inscrit et circonscrit au cercle, en doublant le
nombre de cotés, opération qui peut se faire a la régle et au compas. Les périmétres de ces deux polygdnes
constituent un encadrement de 7, et quand le nombre de coté grandit, ces deux polygones se confondent avec le
cercle, ce qui fournit donc une approximation de 7. Nous notons, & la n-iéme étape I,, le périmétre du polygone
inscrit dans le cercle et C,, le périmétre du polygone circonscrits au cercle.

U.2.3. Construction a la régle et au compas

1/2

Io/2

Figure U.2. Construction & la régle et au compas de Ij.
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1/2

-y —

L
P

Io/2

Ficure U.3. Construction & la régle et au compas de 1.

1/2

——
—

| W WD W W W
T
I/2

—.—
~—

L/2
FiGURE U.4. Construction & la régle et au compas de Is.
Sur les figures (7.2 4 [T 4] sont indiquées les constructions de Iy, I; et I5. Le lecteur pourra mesurer, sur

chaque figure, le demi-périmeétre donné, en utilisant la distance de 1/2 donnée et vérifier qu'’il est proche de
7/2 (ou de 7 en prenant 1 a la place de 1/21).
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(a) Le polygone inscrit (b) Le polygoéne circonscrit
FIGURE U.5. Les polygones inscrit et circonscrit (sur ces figures, ils ont 12 cotés (n = 1).

U.2.4. Etude géométrique

Formons de fagon géométrique ’expression des suites I,, et C,, qu’a proposées Archiméde pour approcher
7. Naturellement, le formalisme utilisé n’est pas l'original. A I’étape numéro n € N du procédé, notons
U, la longueur du coté du polygone régulier inscrit dans le cercle, (U.2a)

V., la longueur du coété du polygone régulier circonscrit au cercle. (U.2b)

Voir les figures [.5

Ces deux polygones ont 6.2" cotés. (U.3)

D’apreés ce qui précéde, on a

1 V3
3 Vo= (U.4)

Contrairement & la page http://www.pi314.net/fr/archi.php, on peut trouver une relation de récur-

Uy =

rence entre U, et U,41 et V,, et V,41 directement, de fagon géométrique, sans passer par la trigonométrie,
inconnue d’Archimede!
Sur la figure [.6 on suppose que U, = CE. Calculons U, +; = FI, en appliquant deux fois le théoréme
de Pythagore aux deux triangles EDI et ODE, ce qui fournit :
EI? = ED? + DI,
OE? = OD? + DE?,

et donc
1
2 2 2
Un+1 = ZUn + DI 3
1 1
—=0D*+-U?
4 + 4"
et puisque

1
5 =01=0D+DI,
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FicUre U.6. Relation entre U,, et U, 41.

on a donc, en supposant

U, <1, (U.5)
on a
2 Lo 1 ?
Un+1:ZUn+ §_OD )
1 1 1 1 ’
= _U? Y B 2
4"+<2 4 4")’
1, 111, o1,
74U"+4+4 4U” 4 4U”’
1 1 1
—Z _ .= _Zpye2
2 4 4U"’
1
—-(1- 1—U2),
5 ;
2

et donc puisque U4 >0et 1 > /1 U,

2
Upi1 = % 1—/1-U2. (U.6)

A ce niveau-la, on peut montrer par récurrence sur n que ((I5) est valable pour tout n. D’aprés (4], c’est
vrai pour n = 0. Si ¢’est vrai pour un entier n, les calculs donnant U,,11 sont valables. D’aprés (L), Uy, 41 <1

3

est successivement équivalent a

N Y EI RO Pl
—1-1-U2<2,
= -1</1-U2
ce qui est vrai puisque —1 < 0.

Faisons de méme pour calculer V,, 1 en fonction de V. Sur la figure ['7l on suppose que V,, = BF.
Calculons V,,;1 = C'A, de nouveau en appliquant deux fois le théoréme de Pythagore judicieusement. Calculons
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FicUure U.7. Relation entre V,, et V4.

tout d’abord C'G en fonction de BI. On introduit le point E, intersection des droites (OG) et (IB) (qui ne
sont pas paralléles). Une astuce consiste & remarquer que

IE=CG=DE =GA, (U.7)
puisque chacun des segments est défini par le méme angle a. Voir figure [U.7l Il nous faut donc calculer
a=1FE (U.8)
en fonction de
b=1B. (U.9)
Notons
e=DB. (U.10)

Par symétrie, on a aussi l'orthogonalité des droites (ED) et (OD). Le théoréme de Pythagore appliqué au
triangle DEB fournit donc

BD? + DE? = EB?,
soit encore

BD?+a?> = (IB - IE)* = (b—a)?,
et donc
BD? + % = a? — 2ab + V2,
d’olt
2ab = b?> — BD?,

et puisque b est non nul : .
2%
Appliquons maintenant le théoréme de Pythagore au triangle BIO :

OI* +IB?> = OB?,

(b —€?) (U.11)

a
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soit puisque le cercle est de rayon 1/2 :

1 1 2
Z+b?(0D+DB)2<5+BD>

ce qui donne

et
e+ - = b?+l
2 4
soit encore
*71+ 172+1 (U.12)
e= 5 1 .
On a plus qu’a réutiliser (UT)) qui fournit :
1o 2
a:%(b —e ),
1 1 1 ?
= — [p2- | == 2, =
Lo (1)
1 1 1
=— [ — =+ /b2 4+ - —b*— =
2b< 4+ +4 4)’
1 1 1
| _z B2 4 =
(3 yeed),
—]’(1+ 4b2 + 1
4b ’
et donc .
= (—14 Va2 Q. U.13
a 4b( + + ( )

On a enfin, d’aprés (7)) et (L3)
Viir = CA = 20G = 21E = 2,

et d’apres (.9)
V., = BF = 2BI = 2b.
Tout cela donne grace a (U13)) :
y%fl::§é%5(gl—%xﬂﬁgpiri)::5%;(414—Vﬁa?17)
et finalement

vg+1::i%-(—147v45?17) (U.14)

On vérifie aisément par récurrence sur n que cette expression assure que pour tout n, on a 0 < V,,.

REMARQUE U.1. Notons qu’en utilisant le langage des lignes trigonométriques, on a (voir 'angle 8 sur la
figure [0.7)
Vi, =2BI = 2IF = 201 tan §,
soit
V., =tanf (U.15)
Naturellement, on a aussi

Vi1 = CA =2CG = tanq,
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soit puisque o = 3/2 :

Vi1 = tan (g) . (U.16)

Le calcul qui est fait dans http://www.pi314.net/fr/archi.php consiste & calculer classiquement tan(26)
en fonction de tan(#) puis, par le biais de la résolution d’une équation du second degré en tan(d) d’obtenir
I'expression de tan(f) en fonction de tan(26). Ainsi, grace a (L16]), on obtient 'expression de V;, 41 en fonction
de celle de V,,, ce que l'on a fait avec deux simples applications du théoréme de Pythagore !

REMARQUE U.2. Comme dans la remarque [Tl on a aussi (voir 'angle 8 sur la figure [L6) :
U, = CE = 2CD = 201 sin §,

et donc
U, =sing (U.17)

Les valeurs initiales des suites Uy et Vp sont données par ((I4)) et les relations de récurrence vérifiées par
les suites U,, et V,, sont données par ([I.6) et ((UI4), ce qui donne finalement

1
UO = 5, (U18a)
3
Vo = % (U.18D)
5
W eN, Un= Y21 VIo02, (U.18¢)

2
1
Vas1 = 5 (—1 +/V2 1) . (U.18d)
D’apres, (L3]), puisque chacun des polygones est constitué de 6.2 cotés chacun de longeur U, et V,,, on obtient
donc 'expression des périmétres I, et C), des polygones inscrits et circonscrits :
VneN, I,=6.2"U,, (U.19a)
C, =6.2"V,. (U.19b)

On peut donc déterminer numériquement les valeurs de I, et C,, pour tout n, grace a ((I§). Naturellement,
chacune des valeurs de I, et C,, peut s’obtenir a la régle et au compas (voir figure [I.4)).

REMARQUE U.3. On peut aussi obtenir des relations de récurrence qui portent uniquement sur I,, et C),
en écrivant

Iy = 62", 41,
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et donc
Iy =3, (U.20a)
VneN, L1 =20\ qn— V@2 — 12, (U.20b)
do = 6) (U20C)
Vn S N, dn+1 = 2qn (UQOd)

On montre de méme qu’avec la méme définition de g, :

Co = 2V/3, (U.21a)

24,
€N, Chii= A (- +VCita). (U.21b)

On consultera les simulations numeériques faites plus bas.
U.2.5. Preuve géométrique de la convergence des deux suites I,, et C,, vers 7
Par exemple, pour n = 0, on retrouve (L)) :
Ip=3, Cy=2V3

I’idée d’Archimeéde est que I,, et C, constituent une approximation de m par défaut et par excés, puisque
qu’elles correspondent aux périmétres des polygdnes qui se rapprochent du cercle et qui sont respectivement
inscrits et circonscrits donc de périmétres respectivement plus petits et plus grands que celui de cercle, dont
on sait qu’il vaut .

Tentons de fournir une preuve qu’aurait pu écrire Archiméde en n’utilisant que les calculs précédents,
fondés sur la géométrie élémentaire (on n’utilise que les théorémes de Thalés et de Pythagore, sans utilisation
des lignes trigonométriques et de leurs propriétés analytiques).

Donnons tout d’abord le lemme suivant, fondé sur la géométrie élémentaire :

LEMME U.4.
D
t
C
L
S
0
] B B I
[0

FiGUure U.8. La longeur de l'arc de cercle L, s et t.

Soit 0 €]0,7/2[ et le cercle de centre O et de rayon r (voir figure[[L8.) On considére C' le point du cercle
définissant l’angle 0, B son projeté orthogonal sur l'axe de x, I le point de l'axe des x d’abscisse 1 et D le
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point de la droite (OC) d’abscisse 1. On note s = BC, L, la longueur de l’arc engendré par larc de cercle de
centre O et défini par l'angle 0 et t = IB. On a alors

s< L<t, (U.22)
et
sinf < 6 < tané. (U.23)
DEMONSTRATION. Dans le (vrai) triangle rectangle C'BI, 'hypothénuse CI est strictement plus grande
que le coté BC'. La longueur L est strictement plus grande que la corde CI et on a donc

s < L. (U.24)

L’angle 6 étant dans ]0,7/2[, le segment le segment [ID] est a 'extérieur du cercle. On en déduit que aire
de la portion de disque délimitée par 6 est strictement plus petite que 'aire du triangle ODI. Ces aires sont
respectivement égales & 012 /2 et rt/2. Puisque

L=rb,
ces aires valent donc respectivement £r/2 et tr/2 et on a donc
Lr _tr
2 2’
et donc
L<t. (U.25)

L’inégalité ((1.22) provient donc ((I.24) et de ((127). En remplacant dans ((1.22) respectivement s, £ et t par
rsinf, r0 et rtan 0, on déduit (T.23).

REMARQUE U.5. Une preuve "moderne" pour démontrer analytiquement directement ((23)) (et donc en
déduire ([U22) qui est équivalente) consiste a utiliser la convexité et la concavité des fonctions tan et sin. En
effet, on a

Vo € [0,7/2[, tan'(z)= -

Donc la dérivée de tan est strictement croissante (car cos est décroissante) et donc tan est strictement convexe
sur [0,7/2[. On a aussi

Vo €[0,7/2[, sin”(z) = —cos(z) <0,
Donc sin est strictement convexe sur [0,7/2[. Ainsi, le graphe de la fonction tan est toujours strictement
au-dessus de sa tangente en zéro sur Uintervalle [0, 7/2[, tandis que le graphe de la fonction sin est toujours
strictement en-dessous de sa tangente en zéro sur Uintervalle [0, 7/2[. Les deux tangentes des deux fonctions
tan et sin en zéro sont la droite d’équation y = z. On a donc

Ve e [0,7/2], tan(x) > x > sin(x).

Mais ce raisonnement nous pousse & tourner a rondE car cette preuve est fondée sur la dérivée du sinus, elle
méme fondée sur I'inégalité que nous sommes en train de montrer !

O

Si on applique la premicre inégalité de (I22), & la situation de la figure [0 en notant £ la longueur de
I’arc de cercle délimité par I et E, on a

ED < L. (U.26)
En notant £ la longueur de 'arc de cercle délimité par C' et E qui vaut 2£, on déduit de ((L26)
U, < L. (U.27)

2. dans le sens trigonométrique ...
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De méme, la seconde inégalité de ((22), 4 la situation de la figure [I7] ou cette fois-ci, £ désigne la longueur
de l'arc de cercle délimité par I et D et £ désigne la longueur de l'arc de cercle délimité par F' et B, on a

IB> L, (U.28)

dont on déduit
V> L. (U.29)

En multipliant respectivement (U27) et (U29) par le nombre de cotés des polygones (a I'étape n et qui
correspond aussi au nombre de fois ot £ est répété pour obtenir le périmétre de cercle), on obtient donc

et

7 < Ch. (U.30b)

Si on revient de nouveau sur la figure[[.6], ’hypothénuse du triangle rectangle E DI étant strictement supérieure
a son coté ED. On a donc U,,41 = EI > ED = U, /2 et donc

Upn <2Up11
Si on multiplie cela par le nombre de cotés, on obtient alors
YneN, I, <. (U.31)

Si on revient de nouveau sur la figure[(7, ’hypothénuse du triangle rectangle BDE étant strictement supérieure
a son coté ED. On a donc BE > DE. Ainsi,

BI = BE+ EI > DE + EI,

et d’apres (1), il vient donc

BI > CG+ GA,
et donc
BI > CA,
soit encore
%>Vﬂh
et finalement
Vo > 2V, 11,

Si on multiplie cela par le nombre de cotés, on obtient alors
vneN, C,>Chii. (U.32)

D’apres (30), (M31) et (032), les deux suites I,, et C, sont donc respectivement croissante et majorée
et décroissante et minorée et convergent donc respectivement vers deux limites I et C' (qui sont strictement
positives).
Le raisonnement d’Archiméde aurait pu étre le suivant : quand 6 est "petit", d’apres ((122]), on a
s~ L=t

et, en raisonnant comme dans les inégalités (L27) et (L29), on a, pour n "grand",

U, ~ L,

V. = L,
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dont on déduit, comme précédemment,
I, ~m,
n ~ ﬂ-?
et donc que les deux limites I et C sont égales a .
Plus rigoureusement, on peut utiliser ((LIH) et (UI7) (qu’Archimeéde aurait pu écrire sous une autre forme,

car n’on utilise que les définitions géométriques des lignes trigonométriques et non leur propriété analytique)
qui donnent

Up sinf
V. tanp’
et donc
Vn € N, % = cos f3. (U.33)

Quand n tend vers 'infini, 8 tend vers zéro et d’apres I'inégalité (23), sin 8 tend vers zéro et donc cos 8 tend
vers 1. Ainsi, d’aprés ((I33))

Un
li — =1 U.34
n—too V, (U.34)
En multipliant & gauche par le nombre de cotés dans la fraction, on en déduit
I,
lim — = 1. U.35
Jim = (U.35)
et donc s
—=1.
C
et donc
I=C=I.
Si on passe a la limite n tendant vers I'infini dans (U.30)), on obtient
<7<l
et donc
l=m.
On a donc montré que
VneN, I,<m<C,, (U.36a)
lim I, =, (U.36D)
n—-+o0o
lim C, =m. (U.36¢)
n—+oo

On peut donc affirmer a posteriori que les deux suites I,, et C), sont adjacentes.
U.2.6. Définition de la longueur d’'un cercle et de .

A un niveau élémentaire, les résultats précédents peuvent en fait servir a définir la longueur d’un cercle et
m. Si on considére la longueur d’un segment comme connue, la longueur d’une courbe quelconque doit se faire
par un passage a la limite. Par exemple, pour une courbe paramétrée, on pourra consulter |Basll, section 3.2.1
Arc rectifiable et longueur| qui nous montre qu’il est nécessaire de passer par une intégrale, ce que 'on veut
éviter ici, afin de rester dans le domaine de la géométrie élémentaire.

De fagon élémentaire, on peut se passer méme de la notion d’angle (comme le faisaient les Mésopota-
miennesﬁ). Nous n’utilisont maintenant plus la longueur de cercles et d’arcs de cercle, ni méme la définition
de 7 (comme périmétre d’un cercle de rayon 1/2 connu). On renvoie a la figure ou apparaissent U,, et V,.

3. voir par exemple https://fr.wikipedia.org/wiki/Mathématiques_mésopotamiennes

UCBL/Polytech  2021-2022 Automne Informatique 3A Cours de MNBIif N. Débit & J. Bastien


https://fr.wikipedia.org/wiki/Math�matiques_m�sopotamiennes

U.2. METHODE D’ARCHIMEDE 265

FiGure U.9. Relation entre U,, et V,,.

D’aprés les théorémes de Thalés et de Pythagore appliqués respectivement aux triangles OAI et ODE, on a
successivement

U, ED

et donc

Wn €N, % — /=T (U.37)

n

On déduit de (.37) que
VneN, U,<V,. (U.38)
Les égalités (L3T) et ((U32) impliquent toujours que les deux suites I, et C), sont respectivement croissante et

minorée. De plus, de (I.3]), on déduit qu’elles sont respectivement majorée et minorée. Elles convergent donc
respectivement vers deux limites I et C' (qui sont strictement positives). Enfin, si on utilise ((I19al), on a

Cn
vneN, V,= Gon
et d’apreés ((L32), on a donc
C
VneN, V< 20n (U.39)
Ainsi, de ((L3])) et ((L39), on déduit
lim U, =0, (U.40a)
n—-+oo
lim V, =0, (U.40D)

n—-+oo
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et donc, grace a (L3T), on obtient de nouveau (.34) et ((.35]). Les deux limites des suites I,, et C,, sont donc
égales et la limite pourra donc étre la définition de 7 et qui sera aussi la longueur du cercle de rayon 1/2 dont
on est parti.

U.2.7. Preuve analytique de la convergence des deux suites I, et C,, vers 7 et qualité de la convergence

Montrons cette fois-ci analytiquement ((Z.36]), en précisant la qualité de la convergence et en utilisant les
propriétés analytique des lignes trigonométriques, ce que n’aurait pas probablement fait Archimede!

Montrons maintenant rigoureusement ((I.36) avec un langage "moderne". Pour cela, on fournit maintenant
une expression explicite de I,, et de (), en fonction de n. A la n-iéme étape, on note «,, ’angle au sommet
correspondant & chacun des secteurs angulaires définissant U,, et V,,. Cet angle est égal a 27 divisé par le
nombre de coté soit 2.6™. On a donc

2
Vn € N, n = . U.41
n ! 5 gn ( )
Les angles 8 donnés sur les figures .6 et [L.7] sont égaux & «,,/2 (par symétrie) et donc
T
VYn e N = . U.42
neN, fu=ga (U.42)
D’apres (UI7)
T
Un = si ( )7
Mg 6n

et donc, d’apres (L3) et (U.194), il vient :

s
I, = 6.2"si (
Vn € N, 6.2" sin 5 6n

) . (U.43)

De méme, d’apres (ULI5), on a

VneN, C,=62"tan (%) . (U.44)

Les deux équations ((I43)) et (.44) n’ont aucune utilité pratique pour déterminer les valeurs numériques de
U,, et de V,, puisqu’elles font intervenir m que I'on cherche! On leur préférera a cet égard, les formules ((Z.20)
et (21)). Mais pour I’étude de la convergence, elles sont fondamentales. On a effet, d’apres (23)),

VO €]0,7/2], sinf < 6 < tanb, (U.45a)

et le cours d’analyse (formule de Taylor-Lagrange) nous montre que

sin(0) = 0+ 0 (%), (U-45b)
Les inéquations ((45a) donnent, pour 6 = 5%
n .. 7T n m n 0
vneN, 6.2"sin (3 ) < 62" < 6.2" tan (5 )

et donc, d’apres ((L43) et ((.44), on retrouve ((L36a). On obtient aussi, grace a ((1.450),
T T
In:6.2"( O(—)),
2.6 + 23n
1
=1+ 0 (2771) ,
1
= O —_—
()
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On fait de méme pour C,,, grace a ((45d), et on obtient finalement

I,=7+0 (4%) ) (U.46a)
1
Chn=71+0 <4—n) , (U.46b)

ce qui implique bien (U.36D) et (U.36d).

Nous constateront aussi cela de fagon numérique plus bas.

REMARQUE U.6. A partir des équations ((20) et ((I21) il n’était pas possible de montrer la convergence
des suites vers 7. Notons cependant que les équations ((I8d) et ((LIRd]) nous permettent de retrouver ((L40).
En effet, les suites U,, et V,, sont en effet définies par U, 11 = F(Uy,) et V41 = G(U,,) ou

_ V2

Ve eR, F(x)= 5 1—+1-—22 (U.47a)

G(z) = é (—1 +/a22 1) . (U.47b)

On peut montrer que 'on a les propriétés suivantes (voir figures[LI0) : si on pose Z = [0, Up] et J = [0, V],
F est C! sur Z, G, prolongée par 0 en 0 est C! sur J. De plus,
F(Z) C T et il existe k € [0,1] tel que Vo € Z, |F'(x)| < k;
F(J) CT et il existe l € [0,1] tel que Vo € Z, |F'(z)| < .
D’aprés le théoréme les deux suites convergent respectivement vers I'unique point fixe de F' et de
G sur Z et J. Puisque F(0) = G(0) = 0, la limite commune est donc nulle. Enfin, on peut montrer que
Vx €]0,Up], F(x) <z,
vx €]0, Vo], G(z) <z,

ce qui implique que les deux suites U,, et V,, sont strictement décroissantes.

U.3. Meéthode de Cues

L’idée est cette fois-ci de construire une suite de polygone de périmétres constants, qui vont se rapprocher
d’un cercle de périmétre égal a ce périmétre! Cependant, on fait le contraire de la méthode d’Archimeéde :
on déterminer le rayon d’un cercle dont le périmétre est fixé & I'avance. La encore, plutét que de donner
la récurrence fondée sur la trigonométrie, comme c’est fait dans http://www.pi314.net/fr/cues.php, nous
donnons une preuve géométrique, qui met aussi en avance que la construction est aussi possible & la régle et
au compas, ce qui est fait dans http://serge.mehl.free.fr/anx/iso_perim.html.

U.3.1. Principe

Nous partons d’un carré de coté 1/4 et donc de périmétre 1. Nous allons cette fois-ci construire une suite
de polygones réguliers de mémes périmétres, tous égaux a 1, le coté du nouveau polygdne étant égal a la moitié
de Vancien et comme pour la méthode d’Archimeéde, le nombre de sommet étant le double. Cette suite de
polygone se rapprochera d’un cercle de périmétre 1 et donc de rayon 1/(27).

U.3.2. Mise en évidence géométrique

On se donne tout d’abord un polygone régulier de coté [AB] (ayant en tout n cotés), inscrit dans un cercle
de rayon r et de centre O et on construit un polygone ayant deux fois plus de cotés et de périmeétre égal au
premier (il sera dit isopérimétre au premier). Voir figure [.11l On considére C' le milieu de Parc AB, A’ le
milieu de [AC] et B’ le milieu de [BC], H le milieu de [AB] et H' le milieu de [A’B’]. On considére alors
le polygone régulier & 2n cotés, de centre O, dont I'un des cotés est [A’B’] et nous montrons qu’il est bien
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F et l'identité
0.5 T

1 1 1 1 1 1 1 T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0.57 T

0.56 - b
0.551
0.54+
0.53

052

051

I I I I I I I
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

(a) La fonction F et sa dérivée.

G et l'identité
0.7 T T

0.6 PN 4

0.6 0.7

0.5

0.44 hl

042+ 4

0.4 I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

(b) La fonction G et sa dérivée.

FIGURE U.10. Les fonctions F' et G.

isopérimétre au premier polygone. Notons r le rayon OA, cercle dans lequel est inscrit le premier polygone et
a son apothéme, c’est-a-dire, la distance de O au milieu de AB, soit la distance OH. On a donc

r=0A, a=O0OH. (U.48)
On note de méme

r=0A", o =O0OH'. (U.49)
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FiGURE U.11. Passage du polygone a celui d’un polygdne & deux fois plus de cotés, de méme périmeétre.

qui correspondent respectivement au rayon du cercle dans lequel est inscrit le second polygone et & 'apothéme
de ce polygone. Il évident, grace au théoréme de la droite des milieux que A’B’ = AB/2 et donc que le périmétre
du second polygone est égal a celui du premier (puisqu’il a deux fois plus de cotés). Ce second polygone sera
donc inscrit dans le cercle de centre O et de rayon . Déterminons maintenant a’ et r’ en fonction de a et de
r. D’aprés le théoréme de la droite des milieux, H' est le milieu de [C'H], on a donc

OH +O0C
I _
OH' = 5
et donc n
a =2 5 L. (U.50)

Par ailleurs, A et C' sont équidistants de O (car appartenant au méme cercle de centre O) et puisque A’ est le
milieu de [AC], la droite (OA’) est la médiatrice de [AC]. Ainsi dans le triangle rectangle OA’C, de hauteur
A'H’ issue de A, on a

OA”? = OH'.0C. (U.51)

Donnons en effet le petit résultat trés classique suivant :
LEMME U.7. Soit ABC un triangle rectangle en B et H le pied de la hauteur issue de B. On a
AB?* = AH.AC. (U.52)

DEMONSTRATION.

A H C

FI1GURE U.12. Le triangle rectangle ABC et sa hauteur BH.

On peut en donner deux preuves, la premiére élémentaire n’utilisant que le théoréme de Pythagore (donc
connue de Cues!) et la seconde utilisant le produit scalaire. On se référe a la figure (.12
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(1) Le théoréme de Pythagore appliqué aux triangles rectangles ABC, ABH et BHC' donne respective-
ment :

AC? = AB? + BC?,
AB%* = AH? + HB?,
BC? = BH? + HC?,
et lon vérifie que le point H est nécessairement sur [AC], ce qui donne :

AC =AH + HC.
On déduit donc successivement de tout cela que
AB? = AH? + HB?,
= AH? + BC? — HC?,
= AH? + AC? — AB?> — HC?,
et donc
2AB? = AH? + AC? — HC?,
= AH? + AC? — (AC — AH)?,
= AH? + AC? — AC* — AH? + 2ACAH,
=2AC.AH.

(2) Plus rapidement, avec les produits scalaires, on a successivement

AB? = AB.AB,
= (4t + HB) . (4C + CB),
_ AH.AC + AH.CE + HB.AC + HB.CB,

puisque (BH) est perdendiculaire & (AC), on a HB.AC = 0 et donc

_ A113C + ATLCB + WB.IR,
_ WG + (AT + HB) OB,
_ G+ ABCE,

puisque (AB) est perdendiculaire & (BC), on a AB.CB = 0 et donc

— AH AC,

quantité qui vaut AH.AC puisque le point H est nécessairement sur [AC].

De (K1), on déduit donc
r =+Vrad. (U.53)
Grace a (L50) et ((LE3), on a donc explicité 1 et a’ en fonction de r et a (et implicitement vérifié que la

construction du second polygone en fonction du premier est possible a la régle et au compas.).
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Comme dans la méthode d’Archiméde, on construit deux suites r,, et a, correspondant respectivement
au rayon du n-iéme polygdne construit a 2" cotés et a I’apothéme de ce polygéne. Le périmétre sera choisi
constant, égal & 1. Au début de la construction, on a n = 2. On remplace donc (3] par

Pour n > 2, le polygone a 2" cotés. (U.54)
Nous supposerons que
le périmeétre constant du polygodne vaut 1. (U.55)
On a donc la valeur ¢, du coté du polygéne & I’étape n :
1
Yn>2, ¢,= on" (U.56)
Nous avons les relations suivantes de récurrence, obtenues grace a ((L50) et (53
ap + T
Vn > 2, Ap+1 = %, (U57a)

Tn+1 = A/TnQn+1. (U57b)

Attention, ce ne sont pas excactement les fameuses suites arithmético-géométriques que ’on verra plus bas.

L’avantage de cette méthode est de proposer une construction de suite a,, et r, dont la limite est liée a .
Dans la méthode d’Archimeéde, au contraire, il fallait multiplier par 2" une longueur qui tendait vers zéro, ce
qui pose des problémes pour la construction géométrique (dupliquer un grand nombre de fois le méme segment)
ou numériquement, comme on le vera plus bas.

U.3.3. Construction a la régle et au compas

On donnera en figure[[LT3] la construction de a4 et ’'approximation de 7 en construisant 1/r4 (voir |[Car84,
p. 21]), puis 1/(2r4). La construction du carré initial n’est pas faite et laissée au lecteur!

Le lecteur pourra vérifier que le segment représenté a droite représentant 1/(16r4) vaut bien & peu prés
/8 (puisque 1/(2r4) = 7)!

U.3.4. Etude géométrique
Sur la figure [.11] on constate que par construction OA’ < OA et donc
Vn>2, rpi < Ty (U.58)

On a aussi OH’ > 0H et donc
Yn>2, apt1 > an. (U.59)
Par ailleurs, par construction, a chaque étape, le polygone construit est inscrit dans le cercle de rayon [OA] = r,
et donc son périmétre est strictement inférieur au cercle de rayon r,, soit 1 < 27r,, soit encore
1
Vn>2, r,> o (U.60)
De méme, par construction, a chaque étape, le polygone construit est circonscrit au cercle de rayon [OH] = a,
et donc son périmétre est strictement supérieur au cercle de rayon a,, soit 1 > 2ma,,, soit encore
1
Yn>2 a,< o (U.61)
Notons que I'on a aussi (voir figure [I.17])
OA<OH+ HA,

et donc
OA—-OH < HA,
soit
Vn>2, r,—a,<
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1/4

1/(1674)

1/4

73 T4

T2

" 1/4

FIGURE U.13. Construction de a4 1/(2a2) & la régle et au compas par la méthode de Cues.

et donc, d’apres ((1.56])
1

Vn > 2, rn—an<F.

(U.62)
U.3.5. Preuve géométrique de la convergence des deux suites a,, et r, vers 1/(27)

Bref, d’apres (L59), (U5Y), et ((L62), les deux suites a,, et r, sont adjacentes et convergent vers une
limite commune [. D’aprés ((L60Q) et ((LGT]), par passage & la limite quand n tend vers I'infini, on a

Ll
- 2m T 27
et donc [ = 1/(2), soit encore
1
li n= — .
Jm a 5 (U.63a)
1
li = —. .
Lim e = o (U.63Db)

La encore, nous avons fournit une preuve qu’auraient pu écrire Archiméde ou Cues, en n’utilisant que les
calculs précédents, fondés sur la géométrie élémentaire.

U.3.6. Preuve analytique de la convergence des deux suites a,, et r,, vers 1/(27) et qualité de la conver-
gence

Montrons maintenant le dernier résultat !
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Formellement, chaque polygone, de perimétre constant égal & 1, tend vers un cercle, de périmétre 1 = 27l ot
[ est la limite commune des suites a,, et r,. On a donc I = 1/(27) ce qu’on montre maintenant analytiquement.

Y

FiGUureE U.14. Les relations entre c¢,, a, et r, et 8,, angle au sommet.

Nous avons des relations entre c,, a, et r, (voir figure [I.14). D’aprés (LE4), on a

Vn>2, B, = 2;_1. (U.64)

et, grace aux relations trigonométiques habituelles :

. Pn _ Cn
sin — = —,
2 2ry,
ﬂn _ Cp
tan = = -
2 2a.,

et donc
LT
Cn = 21y, Sin o

T
Cn = 2a, tan —

2n
et enfin, d’apreés ((L56)
7
— =2 n i a0
om Tn SI0 o
1
— = 2a, tan 1.
2n 2n
Cela donne d’une part, pour n = 2 :
1, V2
S Y
4= TP
L 2
Z —92a
T
soit
1 V2
a9 = g, To = ? (U65)
et d’autre part,
1 X
Vn>2, a,= 3 —— (U.66a)
tan on
1 5
™= 5w (U.66b)

n
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ce qui implique ((.63). On a aussi, comme pour la méthode d’Archimede :

1 1
1 1
D’apres (L59) et (L6Q), on a aussi
1 1
>2, — —. .
Yn > 2, o << S, (U.68)

U.4. Et la méthode originale des isopérimétres de Descartes!

Concluons par une remarque sur la méthode originale des isopérimétres de Descartes présentée dans voir
http://wuw.pi314.net/fr/descartes.php. N'en déplaisent & leur auteur ou & M. Descartes, cette méthode
n’est rien d’autre que la méthode de Cues, présentée autrement, comme c’est dit dans https://publimath.
univ-irem.fr/glossaire/ME103.htm. En effet, tentons d’éliminer la variable r, dans les relations de récur-
rence ((L57) afin de ne conserver que la suite des apothémes a,,. Le raisonnement est méme un peu plus simple
que celui présenté ci-dessus, puisqu’il n’est méme pas nécessaire d’utiliser 1'équation ((L51]).

On renvoie de nouveau & la figure (LTIl Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle OAH fournit

OA? = OH? + HA?,

soit encore avec les notations précédemment utilisées : pour tout n > 2,

2
2 2 €
ro =a, + Z",
et donc, d’apres (56), on a
1
2 2
Tn = Gt g
et donc
1
2 2
Si on utilise (.50) ou (U.57al), on a par ailleurs
2an+1 —Qp =Tn
et donc
4ai+1 —4dapt1an, + ai = ri,
et en éliminant r,, d’aprés ((L69), on a
1
2 2 2
4an+1 — 4an+1an + a, = a, + m
soit encore
1
2
Vn>2, a4 —anti1an — 221D 0, (U.70)

ce qui est bien I’équation du second degré en a,4; présentées dans http://www.pi314.net/fr/descartes.
php. En effet, dans cette derniére référence, on a I’équation (ou a,, représente en fait r, !) soit encore

2
%o
vn Z 2, ai_,’_l — Ap+10n — W =0 (U?l)
ou ap = 1/8 et (L71)) est donc équivalente a
9 1
Yn>2, api1— Qni1Gn — P =0.
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et en posant en remplagant n + 4 par n + 2 (car nous partons de 2 et non de 0) :

1

eI

Vn > 2, aiﬂ — Qpy1Gn —
ce qui est bien équivalent & (I.70). La résolution de (70) donne un discriminant égal a
A= ai + = ai + 0

22(n+2) 22(n+1) >

et les racines de (7Q) sont donc données par

1 1
— 2
X=3 <a" Eyfant 22(n+1)> ’

et on ne conserve que la racine positive :

1 / 1
Vn > 2, apt+1 = 5 (an + a% + m) ; (U72)

ce qui est bien la méme expression que dans les références données ci-dessus. Puisque a,, tend vers 1/(27) on
retrouve aussi la convergence annoncée.
U.5. Approximation quadratique par une méthode arithmético-géométrique

Dans http://www.pi314.net/fr/salamin.php est proposée la suite suivante, qui n’a, cette fois-ci, plus
de contruction a la régle et au compas :

aozl,
2
b= V2.
2
UO*Oa
’1}0:1,

1
Anp+1 = 5 (an + bn) 5

bn+1 =V anbn7

Un+1 = ) (un + vn),

Un4+1 = Wﬂ (unbn + Una/n) )
3

Wy, = 2\/_2—",
n

Les deux suites a,, et b,, sont adjacentes (suite arithmético-géométrique) et on peut montrer assez simplement
(voir le lemme [.8) que la convergence vers la limite commune est quadratique. De plus, on

Wy, — T,
et 1a encore de fagon quadratique.
LEMME U.8 (Suite arithmético-géométrique). On définit les deux suites (un)nen €t (Un)nen par ug, vo
eRY et

Un+1 = V/UnUn, Un+1 = 9

Alors les deux suites convergent vers la méme limite. De plus, la convergence de chacune des deux suites est
quadratique.
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DEMONSTRATION. On pourra consulter par exemple https://fr.wikipedia.org/wiki/Moyenne_arithm
%C3%A9tico-g/hC3%A90om%C3%A9trique
On raisonne par étape.

(1) (a) Montrons tout d’abord, que, si a et b sont positifs,

Vab < “;Fb, (U.73)

ce qui s’obtient en élevant au carré :
4ab < a? + b2 + 2ab,

équivalent a
0 < a® + b% — 2ab,
soit a
0 < (a— D)2

(b) On peut vérifier aisément par récurrence sur n que
Vn, up, >0, v, >0, (U.74)
et, en méme temps, que v,, est définie.
(c) Ainsi, (WT3) appliquée a a = u,, et b = v, donne
Vn, Up+1 < Upgi
soit

Vn>1, u, <uv,. (U.75)
(d) De (.7H), on déduit donc
Vn > 1, Unp+1 = /UnUn > VUpln = |Un| = Un,

et
U v v v
VTLZL Un+1 = n+n§ n+n:1}n;
2 2
On a donc
Vn>1, up <tupt1 < Oppr < Up. (U.76)

(e) La suite u, est donc croissante et majorée par vy et la suite v, est donc décroissante et minorée
par ug > 0. Ainsi (uy) converge vers [ et (vy,) vers I’ > 0. Si on passe a la limite quand n tend vers
I'infini dans la définition des deux suite, on obtient par continuité : [ = /I’ et I’ = (1 41')/2, ces
deux égalités impliquant que [ = I’. De ([76)), on déduit donc que les deux suites convergent vers
1 > 0 (difficile a calculer en fonction de ug et vg) tel que

VYn>1, up <tpii <I<wvpir <up. (U.r7)

En fait, les deux suites u,, et v,, sont donc adjacentes.

(2) (a) Par définition,

1 1
v,21+1 - uiJrl =1 (ui + vz + 2upvy — 4unvn) =1 (ui + vi — 2unvn) ,
et donc
1
VR, vl —ub, = 1 (Un — un)”. (U.78)
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(b) On a donc

1
V?’L, (Un-i-l - Un-l—l)(vn-l-l + Un-l—l) = Z ('Un - Un)2

et, grace a (74 :

YN, Upq1l — Upt1 =

Grace a (UT1), on a

1 2
—— (v, —Uuy)". U.79
o o) ( ) (U.79)

Un+1 + Un+1 > up + la

et (UT9) implique

1 2
Vn, 0<vp11 —Upi1 < ———— (v, —uyp)” . U.80
< Untl 1S T+ D) ( ) ( )
(c) On a, selon (.77,
en = |t =+ v =l =1l —tup+vy, — 1 =0v, —up,
et donc (.8Q) est équivalent a
1
Vi, it < ——— 2, U8l
+1 = 4(U0+l) ( )

Notons aussi que
[un — 1| < en,
lvn, = 1] < en,
et donc que les résultats relatifs a e,, sont aussi valables pour les deux erreurs u,, — | et |v, — .

La convergence est donc d’ordre 2 et on renvoie au chapitre B

U.6. Approximations d’ordres plus élevés

Voir http://www.pi314.net/fr/borwein.php

U.7. Simulations numériques

Voir les fonctions matlab aux liens suivants :
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/fichiers_matlab/approximation_pi_archimede.m,
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/fichiers_matlab/approximation_pi_cues.m
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBif/fichiers_matlab/approximation_pi_quadratique.m.

U.7.1. Méthode d’Archiméde

On utilisant les formules (U18)) et ((.I9), on a déterminé numériquement les valeurs de I,, et de C,,, ainsi
que les logarithmes (décimaux) des erreurs; voir les tableaux [(I] et On constate sur ces tableaux qu’a
partir d’un certain rang (n = 12), l'erreur remonte, et ce a cause des arrondis de calcul. On constate aussi que
(364l est vraie mais uniquement jusqu’a cette valeur de n.

Si on utilise cette fois-ci les formules ((Z20) et (I.21)), les calculs ont faits et présentés dans les tableaux
[3 et [4l L’erreur augmente pour une valeurs de n un peu plus élevés. Grace aux logarithmes, on a fait une
interpolation pour retrouver les formules ((46) ; par interpolation, on obtient les deux valeurs de A tel que
log(|I, — 7|) = B/n* et log(|C, — 7|) & B'/n*". Numériquement, on obtient en effet

A =0.249641,
A’ =0.247349.
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n

[ L

Ch

3.00000000000000000

3.46410161513775440

3.105682854123025020

3.21539030917347100

3.13262861328123690

3.15965994209749380

3.13935020304687210

3.14608621513140200

3.14103195089053070

3.14271459964531270

3.14145247228534430

3.14187304998012660

3.14155760791162210

3.14166274705480710

3.14158389214893590

3.14161017659978190

3.14159046323676170

3.14159703432307640

OO NSO |W N —~|O

3.14159210604304920

3.14159374881711620

—_
o

3.14159251658815460

3.14159292787337300

—_
—_

3.14159261864078940

3.14159272562285170

—
[\

3.14159264532121570

3.14159267174128450

—_
w

3.14159264532121570

3.14159261890114650

—_
S

3.14159264532121570

3.14159267174128450

—_
ot

3.14159264532121570

3.14159193588223350

—
[=p)

3.14159366984942690

3.14159267174128450

—_
EN|

3.14159230381173770

3.14158100757962440

—
oo

3.14160869622480380

3.14159267174128450

—_
Nej

3.14158683965504170

3.14140615473788240

[\]
[an}

3.14167426502175800

3.14054349240083930

[\]
—_

3.14167426502175800

3.14000686469122850

[\V)
[\V]

3.14307274017003960

3.13494537565859140

[\)
w

3.15980616494113460

3.14000686469122850

()
g

3.18198051533946420

3.22451524353455100

TaBLE U.1. Valeurs de n, de I,, et de C,.

Voir aussi la figure (.15
U.7.2. Méthode de Cues

On utilisant les formules (U5T) et ((L6H), on a déterminé numériquement les valeurs de 1/(2r,) et de
1/(2ay,), ainsi que les logarithmes (décimaux) des erreurs; voir les tableaux [(L5] et .6l Cette fois-ci, contrai-
rement & la méthode d’Archiméde, le comportement numérique est meilleur : 'erreur se stabilise au lieu de
remonter & partir d’un certain rang, ce qui confirme ce que l'on a observé dans la construction a la régle et
au compas, vue plus haut. De plus, la formule ((.68) reste numériquement vraie. Grace aux logarithmes, on a
fait une interpolation pour retrouver les formules ((LG67)) ; par interpolation, on obtient les deux valeurs de A
tel que log(m — 1/(2ry,)) = B/n® et log(1/(2ayn) — 7) ~ B’ /n"’. Numériquement, on obtient en effet

A =0.248464,
A’ = 0.252042.
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[ [log({1n — ) [ log(IC, — ) |
0 | —0.84896 —0.49146
1 | —1.44655 —1.13196
2 | —2.04750 —1.74311
3 | —2.64928 —2.34741
4 | —3.25127 —2.95003
5 | —3.85331 —3.55223
6 | —4.45537 —4.15432
7 | —5.05742 —4.75639
8 | —5.65949 —5.35845
9 | —6.26158 —5.96050
10 | —6.86327 —6.56180
11 | —7.45657 —7.14247
12 | —8.08257 —7.74109
13 | —8.08257 —17.45981
14 | —8.08257 —7.74109
15 | —8.08257 —6.14405
16 | —5.99300 —7.74109
17 | —6.45621 —4.93382
18 | —4.79472 —7.74109
19 | —5.23553 —3.72932
20 | —4.08825 —2.97916
21 | —4.08825 —2.79975
22 | —2.82971 —2.17736
23 | —1.73961 —2.79975
24 | —1.39375 —1.08133

TABLE U.2. Valeurs de n, de log(|I, — 7|) et de log(|C,, — 7).

279

On constate 4 la fin du tableau [I.6l des valeurs complexes du logarithme, due & son argument négatifs, a cause

des erreurs de calcul, ce qui est normal sous matlab qui calcule le lgarithme complexe (Voir [Bas19h, Chapitre

"Séries entiéres et fonctions usuelles sur C"]).

U.7.3. Approximation quadratique

Voir les tableaux [(I.7] et [I.8] qui montrent la converegnce trés rapide de w, vers . On peut aussi mettre

en évidence 'aspect quadratique de la convergence en passant par le logarithme et en utilisant la technique
de V'exercice B4l de TD. On obtient la valeur numérique suivante de l'ordre : 2.0691, ce qui confirme ’aspect

quadratique de la méthode.
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In

[ L

Ch

3.00000000000000000

3.46410161513775440

3.105682854123024890

3.21539030917347150

3.13262861328123470

3.15965994209750670

3.13935020304685210

3.14608621513144280

3.14103195089047560

3.14271459964548860

3.1414524'7228556150

3.14187304997995120

3.14155760791205640

3.14166274705671980

3.14158389214893630

3.14161017661176520

3.14159046322286570

3.14159703431109350

OO NSO |W N —~|O

3.14159210604304830

3.14159374871793110

—_
o

3.14159251681049150

3.14159292752788440

—_
—_

3.14159262041948390

3.14159272241094990

—
[\

3.14159264532121530

3.14159266783840650

—_
w

3.14159264532121530

3.14159262280402450

—_
S

3.14159264532121530

3.14159266783840650

—_
ot

3.14159275915769950

3.14159285047699610

—
[=p)

3.14159230381173730

3.14159175714657390

—_
EN|

3.14159412519519070

3.14159649324559310

—
oo

3.14158683965504080

3.14157718609415330

—_
Nej

3.14155769732548420

3.14153820867771390

[\]
[an}

3.14167426502175710

3.14181032725824180

[\]
—_

3.14120796828226560

3.14060572479268090

[\V)
[\V]

3.14493640635228110

3.14927305962702600

[\)
w

3.15238005322962240

3.15549011211397310

()
g

3.12249899919919870

3.08985281321896910

TABLE U.3. Valeurs de n, de I, et de C,, (utilisation des formules

UCBL/Polytech

2021-2022 Automne Informatique 3A

Cours de MNBIf

([1.20) et (TL210).

N. Débit & J. Bastien



U.7. SIMULATIONS NUMERIQUES

[ [log({1n — ) [ log(IC, — ) |
0 | —0.84896 —0.49146
1 | —1.44655 —1.13196
2 | —2.04750 —1.74311
3 | —2.64928 —2.34741
4 | —3.25127 —2.95003
5 | —3.85331 —3.55223
6 | —4.45537 —4.15432
7 | —5.05742 —4.75639
8 | —5.65948 —5.35845
9 | —6.26158 —5.96054
10 | —6.86398 —6.56235
11 | —7.47925 —7.16228
12 | —8.08257 —7.84623
13 | —8.08257 —7.51165
14 | —8.08257 —7.84623
15 | —6.97647 —6.70578
16 | —6.45621 —6.04748
17 | —5.83221 —5.41571
18 | —5.23553 —4.81058
19 | —4.45647 —4.26404
20 | —4.08825 —3.66219
21 | —3.41489 —3.00571
22 | —2.47577 —2.11462
23 | —1.96708 —1.85706
24 | —1.71911 —1.28617

281

TABLE U.4. Valeurs de n, de log(|I, — 7|) et de log(|C,, — 7|) (utilisation des formules ((U20) et (U.21])).
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log10 de l'erreur sur |

Exacte

* Interpolée | |

log10 de l'erreur sur C

10

12

Exacte
*  Interpolée

10

12

FiGure U.15. Estimation de I'erreur pour le calcul de I, et de C,.
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3

| 1/(2r,)

| 1/(2a,)

2.82842712474618980

4.00000000000000000

3.06146745892071830

3.31370849898476070

3.12144515225805200

3.18259787807452810

3.13654849054593890

3.15172490742925640

3.14033115695475250

3.14411838524590430

3.14127725093277290

3.14222362994245640

3.14151380114430090

3.14175036916896570

3.14157294036709130

3.14163208070318190

3.14158772527716000

3.14160251025680900

OO NSO |W N —~|O

3.14159142151120020

3.14159511774958930

—_
o

3.14159234557011800

3.14159326962930720

—_
—_

3.14159257658487290

3.14159280759964420

—
[\

3.14159263433856270

3.14159269209225480

—_
w

3.14159264877698610

3.14159266321540850

—_
S

3.14159265238659160

3.14159265599619710

—_
ot

3.14159265328899330

3.14159265419139460

—
[=p)

3.14159265351459330

3.14159265374019370

—_
EN|

3.14159265357099260

3.14159265362739280

—
oo

3.14159265358509290

3.14159265359919270

—_
Nej
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TABLE U.5. Valeurs de n, de 1/(2r,,) et de 1/(2ay,).
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U. APPROXIMATIONS DE w

n | log(m — 1/(2ry,)) | log(1/(2a,) — m)

0 | —0.50423 —0.06631

1 —1.09623 —0.76418

2 | —1.69578 —1.38716

3 —2.29721 —1.99429

4 | —2.89911 —2.59761

5 | —3.50113 —3.19999

6 | —4.10318 —3.80213

7 —4.70524 —4.40421

8 | —5.30730 —5.00627

9 | —5.90936 —5.60833

10 | —6.51142 —6.21039

11 | —7.11348 —6.81245

12 | —7.71554 —7.41451

13 | —8.31760 —8.01657

14 | —8.91966 —8.61863

15 | —9.52172 —9.22069

16 | —10.12378 —9.82275

17 | —10.72583 —10.42482

18 | —11.32788 —11.02689

19 | —11.92994 —11.62899

20 | —12.53102 —12.23130

21 | —13.12981 —12.83533

22 | —13.72928 —13.44404

23 | —14.31114 —14.05150

24 | —14.75047 —14.75047

25 | —15.35253 —Inf

26 | —15.35253 —15.35253 + 1.36438:
27 | —15.35253 —15.35253 + 1.36438:
28 | —15.35253 —15.35253 + 1.36438:
29 | —15.35253 —15.35253 + 1.36438:
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TABLE U.6. Valeurs de n, de log(m — 1/(2r,,)) et de log(1/(2a,) — 7).
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U.7. SIMULATIONS NUMERIQUES

[n [ wn

1| 3.51776695296636890
3.14278210836401910
3.14159266157735220
3.14159265358979490
3.14159265358979490
3.14159265358979490
3.14159265358979490
3.14159265358979490
3.14159265358979490

O[O || U =] W

TABLE U.7. Valeurs de n et de w,

| n | log(Jw, — 7]) |
1 | —0.42461

—2.92465

—8.09759

—14.75047
—14.75047
—14.75047
—14.75047
—14.75047
—14.75047

OO0 =W N

TABLE U.8. Valeurs de n, de log(jw, — 7).
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