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Avant-propos

Ce polycopié constitue les notes de cours de Mathématiques Pour I'Ingénieur du département Systémes
Industriels et Robotique 3A (2024-2025, Automne).

Ce polycopié de cours est normalement disponible a la fois
e en ligne sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html & la rubrique habituelle ;
e en cas de probléme internet, sur le réseau de 'université Lyon I : il faut aller sur :
— ’Poste de travail’,
— puis sur le répertoire 'P:’ (appelé aussi '\ \teraetu\Enseignants’),
— puis ’jerome.bastien’,
— puis 'Polytech’,
— puis 'Systémes Industriels et Robotique 3A’.
— enfin sur 'MPISIR .

Pour les chapitres Bl et @ par soucis de briéveté, un certain nombre d’éléments ne sont pas fournis. On les
trouvera dans [DB22]. Les renvois vers la cette référence seront signalés de la fagon suivante :
Voir [DB22, I’exemple page [16]. &

Des notes en petits caractéres comme suit pourront étre omises en premiére lecture :

Attention, passage difficile! {

iii


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

Premiére partie

Notions d’Analyse



Chapitre 1

Rappels sur les fonctions (de R dans R) et les développements limités

Ce chapitre, issu et adapté de |[Bas22, chapitre[l] disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/
MFI/coursMFI.pdf, sera présenté succinctement. Le lecteur aura a charge de le lire exhaustivement !

1.1. Références

(1) On pourra consulter par exemple le site de Frédéric Holweck relatif & 'UV MT12 de I'Université de
Technologie de Belfort-Montbéliard (UTBM) :

http://utbmfh.pagesperso-orange.fr/MT12.html

Pour les développements limités, on pourra consulter notamment le liens suivant :
http://utbmfh.pagesperso-orange.fr/dl.pdf

On jettera aussi un ceil a

http://exo7.emath.fr/cours/ch_dl.pdf

(2) On pourra aussi consulter par exemple le site d’Arthur Lannuzel relatif 4 'UV MT11 de P'UTBM :
http://mathutbmal.free.fr/MT11.html
On pourra consulter notamment les liens suivants :
— Dérivée de fonctions : http://mathutbmal .free.fr/MT11/cours/deriveesdefonctions.pdf
— Développements limités : http://mathutbmal .free.fr/MT11/cours/Dvlptlimites.pdf
— Dévloppements limités & connaitre : http://mathutbmal . free.fr/MT11/cours/formulairedvptlimites.
PDF

(3) Pour la dérivation, on pourra consulter le lien de Wikipédia, trés instructif, mais & un niveau plus élevé
https://fr.wikipedia.org/wiki/Analyse_des_infiniment_petits_pour_l’intelligence_des_lignes_courb

1.2. Notions de continuité, limite

Rappelons qu’'une fonction de R dans R n’est pas nécessairement définie sur tout R. Elle n’est définie
Df — R
= f(z)

que sur son ensemble de définition Dy. Dans ce cas, f : est de nouveau une application. Par

exemple D, = R7 .
Une fonction est continue en un point xy de son ensemble (& 'intérieur) de définition Dy si on a

lim f(@) = f(wo), (L1)
c’est-a-dire si
Ve >0, In>0, VexeDy, |z—zo<n=|f(z)— f(xo)l <e. (1.2)

Si on traduit (T2]), en "mots courants", cela pourrait donner : une fonction f de R dans R sera continue
en un point xg ssi "écart entre f(zg) et f(x) est inférieur & tout nombre strictement positif donné a Pavance,
dés que x est suffisamment proche de zq".

La plupart des fonctions « usuelles » sont continues 1a ou elles sont définies... sauf ot ol elles ne le sont
pas.


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
http://utbmfh.pagesperso-orange.fr/MT12.html
http://utbmfh.pagesperso-orange.fr/dl.pdf
http://exo7.emath.fr/cours/ch_dl.pdf
http://mathutbmal.free.fr/MT11.html
http://mathutbmal.free.fr/MT11/cours/deriveesdefonctions.pdf
http://mathutbmal.free.fr/MT11/cours/Dvlptlimites.pdf
http://mathutbmal.free.fr/MT11/cours/formulairedvptlimites.PDF
http://mathutbmal.free.fr/MT11/cours/formulairedvptlimites.PDF
https://fr.wikipedia.org/wiki/Analyse_des_infiniment_petits_pour_l'intelligence_des_lignes_courbes

1.3. DERIVATION 3

EXEMPLE 1.1. Montrer que la fonction « signe » donnée par

1, six >0,
signe(z) =< —1, siz <0, (1.3)
0, siz=0

est continue sur R* et est discontinue en zéro.

EXEMPLE 1.2. Montrer que la fonction f donnée par f(x) = E(z) (partie entiére) est discontinue en tous
les entiers naturels.

On dit que f admet [ pour limite en xg si
Ve>0, dIn>0, VxeDy, |z—zo<n=|f(z)—1I<e. (1.4)

(1) Si f n’est pas définie en z¢ (c’est-a-dire que zp n’appartient pas & Dy) alors on peut prolonger f par
continuité en xy en posant f(xg) =1I. f, ainsi prolongée, est ainsi continue en .

(2) Si f est définie en zg (c’est-a-dire que o appartient & Dy), f est continue en g ssi ! = f(zo).

EXEMPLE 1.3. Montrer que la fonction f donnée par f(z) = sin(x)/z pour z # 0 admet 0 comme limite
en 0.

On dit que f a pour limite +o00 en un point zq si
VAeR, In>0, VeeDy, |zt—zol<n=f(z)>A (1.5)
On dit par exemple que f a pour limite [ € R en +oo si Dy contient un intervalle du type [b, +00] et
Ve>0, JA€R, VxeDy, z>A=|f(z)—-1I<e. (1.6)

EXEMPLE 1.4. Montrer que pour la fonction f donnée par f(z) =1/z, on a lim,_,q+ f(z) = +o0.

1.3. Dérivation
On pourra consulter, par exemple, [Vél03] ou |[Basl8, chapitre 4].
1.3.1. Notions de dérivées

On se donne une fonction de R dans R et un point a (dans son ensemble de définition).
On considére, pour a et b distincts,

Ag.p, la droite passant par (a, f(a)) et (b, f(b)) avec a et b distincts. (1.7)

Voir figure Puis, pour a fixé, on considére des valeurs de b de "plus en plus proche" de a et on regarde
I’évolution de la droite A, p, comme le montre la figure [[LT]

A la limite b = a, on obtient la droite tangente a la courbe comme le montre la figure La pente de
cette droite est par définition le nombre dérivél] de f en a, noté f’(a). Pour b # a, la pente de la droite Agp
définie par (7)) vaut

f(b) — f(a)
b—a
et on pose donc
f'fa) = i 110 (1.8
b#a

1. La fonction dérivée est la fonction, qui, & a associe f’(a), si la dérivée existe.
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1.3. DERIVATION 4

Y Yy
y = f(x) y=f(z)
f(0) a
fﬁ% Y
a b T a b T
(a) (b)
Y y
y = f(x) y=f(z)
@ @
a b x a b X
() (d)

FIGURE 1.1. Evolution de la droite A, ; passant par (a, f(a)) et (b,f(b)) quand b se "rap-
proche" de a.

FIGURE 1.2. La tangente a la courbe au point (a, f(a))

Cette limite n’existe pas nécessairement. Si elle existe, on dit que f est dérivable en a. On supposera que les
fonctions étudiées sont toujours dérivablesﬁ. (CR) est équivalent a : si f est dérivable en a

f'a) = M’ < 5) (1.9)

Ve>0, dn>0 VbeR, (|a—b|§nz )
a—

2. Le but de cette UV n’est pas d’étudier les propriétés de «régularité» des fonctions ou plus généralement, les hypothéses théo-
riques nécessaires, mais de savoir utiliser les notions de mathématiques indispensables au métier d’ingénieur. Ainsi, on supposera
toujours acquises ces différentes hypothéses théoriques
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1.3. DERIVATION 5

Si on traduit (T3), en "mots courants", cela pourrait donner : une fonction f de R dans R sera dérivable en
un point a et aura pour nombre dérivé en ce point f’(a) ssi "I’écart entre f'(a) et le taux d’accroissement de
f entre a et b (défini comme (f(a) — f(b))/(a — b)) est inférieur & tout nombre strictement positif donné a
I'avance, dés que b est suffisamment proche de a".

Notons que l’on peut aussi réécrire (L)) sous la forme

fla+h) = f(a)

! .

a) = lim 1.10
/(@) = lim ZOE2 (1.10)

h#£0

REMARQUE 1.5. Si b # a, la droite A, a pour équation :
Y — b) —
fla) _ f®) = f(a) (1.11)
X —-a b—a

Cette équation est trés simple & établir : elle provient du fait que si les trois points (a, f(a)), (b, f(b)) et (X,Y) sont alignés alors
le taux de d’accroissement de f entre a et b, w, est égal au taux d’accroissement de f entre a et X, égal a Yx;f(aa) Plus

conventionnellement,

b) — f(a
Y = %(Xfa)Jrf(a). (1.12)
Si on fait tendre b vers a, cette droite «tend» vers la tangente a la courbe au point (a7 f(a)) (cf. figure [[2)). Par passage a la limite

dans (LIZ), on constate que 'équation de la tangente & la courbe en (a, f(a)) s’écrit

Y = F(@)(X - a) + f(a). (1.13)
De fagon similaire & (L)), on pourra retenir (II3) sous la forme
Y - f(a) !
S \eC . 1.14
19D i) (1.14)

Le taux d’acroissement W de f entre a et b est aussi la pente de la droite A, ;. C’est aussi la variation de f (ou d’ordonnée)

divisée par la variation d’abscisse, soit donc la tangente de la valeur de l’angle entre le vecteur ien z du repére et un vecteur
directeur de la droite passant par (a, f(a)) et (b, f(b)) f'(a) est parfois appelée "taux d’acroissement instantané" de f en a. C’est
aussi la tangente de la valeur de 1’angle entre le vecteur 7 en & du repére et un vecteur directeur de la droite tangente.

&
On écrira parfois (IL8)) sous la forme suivante (équivalenteﬁ) : au voisinage de a,

fb) = f(a) + (b= a)f'(a) + (b — a)e(b), (1.16a)

avec lim e(b) = 0. (1.16b)
b—a
ou alors (en posant h = b — a ou en utilisant (II0)) au voisinage de a,
fla+h) = f(a) + hf'(a) + he(h), (1.17a)
avec lim e(h) = 0. (1.17b)
h—0

Ces deux écritures constituent en fait, un développement limitéE. Voir la section

3. En effet, (L8) est équivalent a

OERA A O] (115)
;1331 e(b) =0

et en multipliant par b — a, on retrouve (LI6]).
4. Les équations ([LITal) et (ILITL) peuvent s’écrire aussi, au «premier ordre» prés en h et au voisinage de a :

fla+h) = f(a) + hf'(a), (1.18)
qu’on notera aussi sous la forme

ﬁ(a) ~ M. (1.19)

dx h

Autrement dit, on assimile la courbe & la tangente. Cette notion se généralisera grace aux formules de Taylor et de développements
limités d’ordre plus élevés, ou ’on assimilera f non plus & polynéome de degré un mais de degré n pour n € N. Cependant attention
aux erreurs que peut produire lécriture de (LI8)), notamment si f’(a) est nul. On peut étre tenter d’écrire abusivement, par
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1.3. DERIVATION 6

REMARQUE 1.6.

(1) La notion de dérivée est liée a celle de vitesse instantanée en mécanique. Une vitesse moyenne est le
rapport d’une variation d’abscisse sur une durée. Si on calcule cette moyenne sur des intervalles de
temps de plus en plus brefs, on obtiendra une vitesse instantanné qui est la dérivée de l’abscisse par
rapport au temps. Voir [Basl®, Chapitre intitulé "Dérivée, vitesse, accélération, intégrale"| disponible
sur http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/L2biomeca/tutoratlL2biomeca.pdf.

(2) Latangente peut aussi étre mise en évidence en faisant un zoom sur une courbe. Voir la figure[T.3 page suivante}

En zoomant "de plus en plus" sur un point donné, la courbe se confond avec une droite, qui est sa
tangente en ce point.

1.3.2. Régles de dérivations

Donnons les régles suivantes : pour toute fonction f et gﬁ pour tout réels a et 3, pour tout réel x,

(af + Bg) (z) = af'(z) + By (x), (1.22a)
(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g (x), (1.22b)

N @ .
(5) @- o (1220
O '(””)g(”(”; (;;;5””) 9 g(a) 20, (1.220)
(feog) () = (fg(x) (x) = ¢'(z)f (g(x)), (1.22e)
(1) (@) = a(f* ) (@) f' (), (1.22f)
(f(*l))l(z) = m, ot f(=1 est Papplication réciproque de f. (1.22g)

L’équation (I.22I) est souvent écrite pour a entier. Pour o = 1/2, elle permet de retrouver par exemple
que
f'(x)
(V) (@) = L (1.23)
2\/f(x)

Pour a = —1, elle permettrait de retrouver (1/f(z))".

exemple, en zéro :
cos(h) & cos(0) + hcos’(0) = 1, (1.20)

et d’en déduire, pour A non nul ,
l—cos(h) O

R TR
ce qui pourrait impliquer
1- h
Jim LM
h—0 h2
h#0
alors qu’on peut montrer que
1 — cos(h 1
Jim LW _ 1 (1.21)
h—0 h2 2
h#0
Si on écrit correctement les développements limités, on n’a plus ce paradoxe. En effet, on réécrit (I.20) sous la forme

2 2
Vh, cos(h) = cos(0) + hcos’(0) + % cos” (0) + h2e(h) =1 — % + h2e(h), avec gimo e(h) =0.
—

On en déduit que

1—cos(h) 1

Vh # 0, 12 = 5 _E(h)v

dont on déduit (L2T)).

5. supposées étre dérivable en x

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Systémes Industriels et Robotique 3A Cours de MPISIR Jérome Bastien
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1.3. DERIVATION

Tangente : x-0.50000

Tangente : x-0.50000
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ol 05
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-8 -6 -4 -2 ] 4 6 8 10 ] 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
(a) Zoom sur zo = 14 1.010* (b) Zoom sur zop =1+1.0
Tangente : x-0.50000 Tangente : x-0.50000
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058 0508
056 0.506
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(c) Zoom sur o =14+ 1.0107* (d) Zoom sur zo = 1+ 1.01072
Tangente : x-0.50000 Tangente : x-0.50000
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0.5006 0.5001
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(e) Zoom sur 2o = 14+ 1.01073

Tangente : x-0.50000

(f) Zoom sur zp =1+1.0 104

(g) Zoom sur o = 1+£1.0107°

FIGURE 1.3. Zoom progressif sur un point d’une parabole.
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1.3. DERIVATION 8

On donne les dérivées usuelles en annexe [Bl
Voir les exercices de TD correspondant.

1.3.3. Rappels sur la monotonie d’une fonction

L’une des applications directes de la dérivation est ’étude la monotonie (croissance ou décroissance) d’une

fonction, étudiée en section [1.3.4 page suivantel Rappelons-en quelques éléments.
On pourra consulter 'URL suivante (dont est issue cette section)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_monotone
On rappelle :

DEFINITION 1.7 (Monotonie au sens large). Soient I un intervalle de R et f une fonction & valeurs réelles,
dont le domaine de définition contient cet intervalle 7. On dit que f est :
— croissante (ou : croissante au sens large) sur I si pour tout couple (x,y) d’éléments de I tels que z < y,
ona f(z) < f(y);
— décroissante (ou : décroissante au sens large) sur I si pour tout couple (x,y) d’éléments de I tels que

z <y, ona f(z) > f(y);
— monotone (ou : monotone au sens large) sur I si elle est croissante sur I ou décroissante sur I.

DEFINITION 1.8 (Monotonie au sens strict). Soient I un intervalle de R et f une fonction a valeurs réelles,
dont le domaine de définition contient cet intervalle I. On dit que f est :

— strictement croissante sur I si pour tout couple (z,y) d’éléments de I tels que = < y, on a f(z) < f(y);

— strictement décroissante sur I si pour tout couple (z,y) d’éléments de I tels que < y,ona f(z) > f(y);

— strictement monotone sur I si elle est strictement croissante sur I ou strictement décroissante sur I.

EXEMPLE 1.9.

1) La fonction z™, de R dans R, est strictement croissante sur R . En effet, si a, b, a’ et b’ sont des
+ +
réels tels que 0 < a <bet 0 <da' <V, alors aa’ < bb'. En effet, on a b —a > 0 d’ou (b — a)a’ > 0 d’ou

ba' > ad'. (1.24)
De méme V' —a’ > 0, d’ou b(b' — a’) > 0 d’ou
bb' > ba’ (1.25)

D’aprés ([L24) et (23], on a
bb' > ba’ > aa'.
On en déduit par récurrence sur l'entier n que pour tout couple (x,y) de réels positifs ou nuls tels que
r<y,onax” <y"
(2) Lorsque n est impair, la fonction = — x™, de R dans R, est strictement croissante sur R. En effet, elle
est strictement croissante sur R 4 (cf. 'exemple précédent) et impaire.
PROPOSITION 1.10 (Limite d’une fonction monotone). Soit f définie et croissante (resp. décroissante) sur
un intervalle T du type I = [a,b] avec b € RU {+o0}. f vérifie alors l'une des deux assertions suivantes :

(1) Soit, elle n’est pas majorée (resp. minorée) et elle tend vers +oo (resp. —oo) quand x tend vers b.

(2) Soit elle majorée (resp. minorée) et elle tend vers I € R quand x tend vers b.
On a évidemment le méme résultat en —oo.

PROPOSITION 1.11 (bijection). Une application strictement monotone et continue d’un intervalle I = (a,b)
ot —00 < a < b < 400 induit une bijection strictement monotone de I wvers [f(a),f(b)]ﬁ dont la bijection
réciproque est strictement monotone de [f(a), f(b)] vers I, strictement croissante (resp. décroissante) si f Uest.

6. si a n’est pas fini, f(a) désigne la limite de f(x) quand z tend vers a, qui existe dans [—00, 00] ; idem en b.
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1.3. DERIVATION 9

1.3.4. Application de la dérivation a I'étude de la monotonie d’une fonction

THEOREME 1.12 (Lien entre signe de la dérivée et monotonie). Soient I un intervalle réel et f : I — R
une application dérivable sur I. Alors,

(1) f est croissante (resp. décroissante) sur I si et seulement si pour tout x € I, f'(x) > 0 (resp. f'(x) <0).

(2) f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I si et seulement si pour tout x € I, f'(x) > 0
(resp. f'(xz) < 0) et de plus ’ensemble des points ow la dérivée [’ s’annule est d’intérieur vide (c’est-
a-dire qu’il ne contient aucun intervalle non réduit a un singleton).

(8) [ est constante sur I si et seulement si pour tout x € I, f'(x) = 0.

En pratique, notons que la seconde assertion du point 2] est vraie en particulier si les zérosﬁ de f’ sont en
nombre fini. En retiendra donc plutot la forme simplifiée suivante :

PROPOSITION 1.13 (Lien entre signe de la dérivée et monotonie). Soient I un intervalle réel et f : I — R
une application dérivable sur I. Alors, sixz € I, f'(x) >0 (resp. f'(x) <0) et siles zéros de f' sont en nombre
fini alorsf est strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

EXEMPLE 1.14. Montrer & la main que la fonction = — 22 est strictement croissante sur R, strictement
décroissante sur R ; et non monotone sur R.

EXEMPLE 1.15. Montrer & la main que la dérivée de la fonction = — 2 est  — 2x et reprendre les
résultats de 'exemple [LT4

EXEMPLE 1.16. Reprendre les exemples|1.9 page précédente| a I'aide de la dérivée.

EXEMPLE 1.17. Montrer que la fonction = +— \/z est dérivable sur R* mais pas en zéro.

EXEMPLE 1.18. La fonction = + 22 est-elle strictement croissante sur R ? Quel est la valeur de sa dérivée
en zéro? Commenter !

Voir les exercices de TD correspondant.
De cela, on déduira les célébres tableaux de variations.

EXEMPLE 1.19. Traitons cet exemple sous forme d’exercice corrigé.
Enoncé

(1) Sur lintervalle [1, 3], étudier la fonction polynoémiale donnée par
p(z) = -2+ 42> — 4z +1. (1.26)
(2) La tracer succinctement
(3) En déduire ses extrémas.
(4) Quels sont les extrémas de la fonction |p| sur [1,3]?
Corrigé

(1) La dérivée p’ de p vaut
p(x) = —32% + 82 — 4, (1.27)

dont les racines sont 2/3 et 2. On en déduit le tableau de variation de la fonction p. Voir le ta-

bleau [I.T page suivante] Ainsi, p est strictement croissante sur [1,2] et p est strictement décroissante
sur [2, 3].

(2)
Voir la figure [L4L

7. c’est-a-dire ’ensemble des réels z tels que f/(z) = 0. On parle aussi de racine de f’.
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x 1 2 3
signe de p/(x) + 0 -
1

variations de
p

TABLE 1.1. Tableau de variation de p

-15F

FIGURE 1.4. Le tracé de la fonction p.

(3) Les extrémas de p sont les valeurs par p des valeurs appartenant a ’ensemble {1,2,3}. Leurs images
par p sont {0,1, —2}. Ainsi, les extrémas de p sont —2, pour le minimum et 1, pour le maximum.

(4) On vérifie que 0 et 2 sont le minimum et le maximum de |p|.

REMARQUE 1.20.
e Cette majoration d’une fonction sera trés souvent faite en Analyse numérique (voir partie 2]) pour
majorer des erreurs d’interpolation, d’intégration ....

Si on utilise la fonction http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNB/fichiers_matlab/maxabsfun.m,
disponible sur le web, on obtient directement le résultat suivant : le maximum de |p| est égal & 2. Voir
la figure

e En fait, cet exercice a été posé « a l'envers » ! On se donne xg, x1 et x2 trois réels (que j’ai posés
respectivement égaux a 1, 2 et 3) et yo, y1 et ya trois réels (que j’ai posés respectivement égaux a 0, 1
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fonction
valeur absolue
#  extrémaux

max

1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

FIGURE 1.5. Le résultat de la fonction maxabsfun.m.

et —2). On cherche une fonction polynomiale p telle que

p(x0) = Yo,
p(r1) = y1,
p/(xl) = Y1,
p(z2) = y2.

La théorie de l'interpolation nous dit que ce polynéme existe et est unique et permet de le constuire.
Voir |[BM03] et chapitre Bl

1.4. Développements limités et formules de Taylor-Lagrange
1.4.1. Développements limités

On pourra consulter 'URL suivante (dont est issue cette section)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Développement_limité

Un développement limité généralise a ’ordre n quelconque, ’approximation & l'ordre 1 de la fonction par
sa tangente. En effet, on peut écrire 'équation (LI6]) sous la forme équivalente :

f@) = f(a)+ f'(a)(z — a) + (x — a)e(x) (1.28)

ol € est une fonction tendant vers zéro quand x tend vers a.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n au point a s’il existe ag, a1, ..., a,, et une fonction

€ tendant vers zéro au voisinage de zéro vérifiant

flx)=ao+a1(zx—a)+a(z— a)2 F+otap(z—a)"+(x—a)"e(x—a) = ai(x — a)i +(z—a)"e(x) (1.29)
i=0

ce que l'on écrit sous la forme
fx)=ao+ai(x—a)+ax(x—a)+..+a(z—a)"+o((x—a)") = Zai(ac —a)' +o((x—a)"). (1.30)
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Si f est dérivable n fois en a, on montre que l'on a alors
F(&) = Fa) + f/(a)w — ) + 3" (@)( — ) + 4 @) — )" + o (( — a)")

N ; /(@)@ —a) +o((z—a)"). (1.31)

On donne les développements limités usuels en annexe [Al
Voir le fichier joint (sous matlab) developpement_limite, griace auquel on été obtenus les résultats sui-
vant :

sin(z) =z + o (2'),

sin(z) = —=1/62° + z + o (2°) ,

. L s 3 5
s1n(:c):1—20x —1/62° +z+ o0 (2"),

1 1
sin(:z:):—mx7+m9€5—1/6$3+$+0(m7).

Voir aussi la figure
Pour n fixé, si p, est la partie principale du développement limité d’une fonction f en xy a ’ordre n, on a

f(@) = pa(z) = o((x — x0)"). (1.32)

Cela traduit le comportement dit local de f(x) — pn(z), & n fixé, quand x tend vers zp. Voir figure

Les développements limités peuvent s’ajouter, se multiplier, se diviser, se composer, comme des polynémes
usuels.

Voir les exercices de TD correspondant.

Les développements limités sont locaux : ils fournissent des renseignements sur le comportement d’une
fonction au voisinage d’un point a. Il existe aussi d’autres formules (celles de Taylor-Lagrange) ot 'on remplace
la fonction inconnue € par un terme qui peut étre majoré par une dérivée de f. Voir section

1.4.2. Formules de Taylor-Lagrange

En face du développement limité (L3T]) (aussi appelé formule de Taylor-Young), on trouve aussi les formules
de Taylor-Lagrange qui s’écrivent :

O = (1.33)

Fla) =3 2O (@)~ a) +
=0

ot £ est un réel (inconnu) strictement compris entre a et x.

REMARQUE 1.21.
Si z fixé dans un intervalle I contenant xg et si py est la partie principale du développement limité d’une fonction f en zg a
l’ordre m, on a, sur certaines hypothéses :

Veel, lim |f(z)~pa(x) =0. (1.34)

Cela traduit le comportement dit global de f(z) — pn(z), & = fixé, quand n tend vers +oo, & comparer avec (L.32]).
Voir la figure [[77

¢

REMARQUE 1.22. Sur 'utilisation de la formule (IL33]) pour approcher numériquement cosz et sinz, on
pourra consulter les exercices de TD [[L.35] et [[.30]
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35

25F

-2

10+

14}

-16 -

-18 I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 2 3 4

=

(b) logarithme en base 10 de la valeur abolue de I'éccart

FIGURE 1.6. Eccart entre le sinus et son développement limité & lordre n pour différentes
valeurs de n
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150 ~ 15T
, n :
) ’ — — DLalordre 1 ! — — DLalordre 3

_151 L / L L L L L 1501 L L

—151 L L L L L L 1501 I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(¢) :mn=5 (d) :n=7

FIGURE 1.7. Tracé de la fonction sinus et de son approximation par différents développements

limites d’ordre n.

1.5. Applications en I'analyse numérique
Les formules de Taylor-Lagrange permettent de majorer les erreurs commise en remplacant f(z) par
i %f(i)(a)(x —a)’ : moyennant la majoration de ’f("H)‘, on est capable, en utilisant (IL33]), de majorer
lz’ze(;reur
E=|f0) -3 @) - o)
i=0 i

En analyse numeérique (voir partie[2]), nous utiliserons des majorations d’erreurs identiques a E, erreur que
I’on commet dans la théorie de I'interpolation et de 'intégration approchée.
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Chapitre 2

Equations différentielles (linéaires, ordre 1 et 2, A coefficients
constants)

Ce chapitre est issu de |[Bas22, chapitre[G].

2.1. Introduction

On se donne a, b et ¢ trois réels (a étant non nul) . On commence dans ce chapitre, par le cas le plus
simple, celui des équations différentielles du type

ay'(t) +by(t) = f(1),
avec la condition initiale & 'instant ¢q
y(to) = yo,
qui constituent les équations différentielles du premier ordre, & coefficients constants ou du type
ay”(t) +by'(t) + by(t) = (1),
acvec les conditions initiales a 'instant ¢
y(to) = vo,
y/(to) = yéa

qui constituent les équations différentielles du deuxiéme ordre, & coefficients constants. Voir les sections et
23 qui constituent le chapitre 7 de [Basll]. On notera souvent ces équations sous la forme

ay’ +by =,
ay” +by' +by = f.
2.2. Equations différentielles d’ordre un

Soient tg € R, f [to, +oo[— R et (a,b) € R* x R. On s’intéresse a 1’équation différentielle

|t € [to, +ool, ay/(t) + by(t) = £(2). ] (2.1a)

avec éventuellement la condition initiale

y(to) = vo- (2.1b)

Nous étudions d’abord en section 22211 ’équation homogéne associée (EHA) qui correspond & un second
membre nul :

Vt € [to, +oof, ay'(t)+ by(t) = 0. (2.2)
Nous en déduirons ensuite en section 2.2.2] les solutions de (2.1a) et (2.10).

15
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2.2.1. Equation homogeéne associée

L’équation caractéristique associée a (2.2)) est
ar+b=0, (2.3)
de solution r = —b/a. La solution de ([2.2) s’écrit donc

y(t) = Ce e, (2.4)

ou C' est une constante.
Pour démontrer (et retrouver mnémotechniquement) cela, on écrit successivement, en supposant y non nul
(et par exemple strictement positif)

/
b
ay +by =0 L =2
Y a

b /
= i) = (~20).
a
b
— In(y) =c— —t,
a
P yzece—bt/a,
sy = Cvefbt/a7
ou C = e.

2.2.2. Equation avec second membre

Il existe deux méthodes, présentées en section 2.2.2.1l et 2.2.2.2

2.2.2.1. Principe général (recherche d’une solution particuliére).

La solution générale de I'équation avec second membre est la somme d’une solution particuliére de (ZTal)
et de la solution générale de 'EHA (2.2]), donnée par ([Z4]). On détermine ensuite la constante C' d’intégration
grace a la condition initiale.

EXERCICE 2.1. Démontrer ce principe.

Pour déterminer une solution particuliére de (2.1al), il existe des techniques propres a chaque type d’équa-
tion, qui ne fonctionnent pas toujours. Si cela échoue, on utilise la méthode de la section Elle est
fastidieuse mais fonctionne toujours, si bien siir, I’équation posséde une solution calculable & la main.

2.2.2.2. Variation de la constante.

On cherche y sous la forme donnée par (2.4)

y(t) = C(t)e ™/, (2.5)
ou «la constante» C est considérée comme une fonction.
On a donc
(1) = O/~ Lepyere
Si on réinjecte cette expression dans ([ZIal), il vient

f(t) =ay'(t) + by(t),

=a <C’(t)ebt/a _b

—C(t>ebt/a> +bC(t)e "M,
a

=aC’(t)e”"/* —bC(t)e /" + bC(t)e ",
= aC'(t)e b 4 (—bC(t)e_bt/“ + bC(t)e_bt/“).

quantité nulle
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REMARQUE 2.2. Cest la nullité de —bC(t)e=b"/* + bC(t)e~b/* qui fait fonctionner le calcul. Si vous ne
pouvez faire cette simplification, c’est probablement qu’il y a une erreur quelque part !

On a donc, par division par ae~b*/@

C'(1) = el (), (26)

ce qui permet de déterminer la fonction C' (avec une constante d’intégration). Ainsi, y est entiérement définie
par (23). La constante d’intégration est alors déterminée par la condition initiale (2.1T).

2.2.3. Equations différentielles d’ordre un linéaire avec a et b dépendant du temps.

On peut tout a fait résoudre ’équation (2Ial) ou on considére les coefficents variables. Soient top € R, a et b, f des fonction
continues de [to, +oo[ dans R a ne s’annulant pas sur [tg, +00[. On s’intéresse a I’équation différentielle

‘Vt € [to, +oof, a(t)y’ (t) +b(t)y(t) = (1), (2.7)

avec éventuellement la condition initiale

y(to) = yo- (2.8)

La technique de résolution est tout a fait identique.
Comme dans la section 220} on résoud d’abord 1’équation homogéne associée :

Vt € [to, +oof, a(t)ty’(t) +b(t)y(t) = 0. (2.9)
La solution de (29) s’écrit donc
y(t) = Ce= M), (2.10)
ol
a est une primitive quelconque de la fonction b/a. (2.11)

ou C est une constante.
Pour démontrer (et retrouver mnémotechniquement) cela, on écrit successivement, en supposant y non nul (et par exemple
strictement positif)
d b
ay/ery:O(:)y— =——,
Y a
= (Inly)) = (-a)’,
<~ In(y) =c—a,

= y=eT7
<~ y=ce%" %
<~ y=Ce <,

ou C = e°.
On utilise ensuite, soit la méthode de la recherche de la solution particuliére comme dans la section E.2.2.1] soit la variation
de la constante, comme dans la section [2.2.2.7]

(1) La solution générale de 1’équation avec second membre est la somme d’une solution particuliére de ([Z7)) et de la solution
générale de 'EHA (29)), donnée par (2.10). On détermine ensuite la constante C' d’intégration grace a la condition
initiale.

(2) On cherche y sous la forme donnée par (Z.10)

y(t) = C(1)e®, (2.12)

ou «la constante» C' est considérée comme une fonction.
On a donc
b(t
Y () = C'(t)e® — QC(t)er).
a(t)
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Si on réinjecte cette expression dans (Z7), il vient
f(t) = a(t)y'(t) +b(t)y(t),
= a(t) (C"(t)ea(t) - %C(t)ea(t)) +b(t)C(t)e®),

a(t
= a(t)C' (t)e*® — b(t)C(t)e*® + b(t)C(t)e™ D,
= a(t)C’ ()e*D + (=b(t)C ()™ + b(t)C(t)e*®)).

quantité nulle

On a donc, par division par a(t)ea(t)

c'(t) = %e’“(“f(t), (2.13)

ce qui permet de déterminer la fonction C' (avec une constante d’intégration). Ainsi, y est entiérement définie par (212]).
La constante d’intégration est alors déterminée par la condition initiale (2.8).

&
2.2.4. Preuves théoriques

Voir |[Bas22, Section "Equations différentielles d’ordre 1" de I’annexe "Théorie des équations différentielles
linéaires & coefficients constants d’ordre 1 et 2"| disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/
MFI/coursMFI.pdf.

De cette section, on peut retenir les résultats rappelés ici : les solutions de ([ZIal) sont données par : il existe une constante
c telle que

1 t
Vi € [to, +oof, y(t) =ce /¢4 = eg(“_t)f(u)du. (2.14)

a Jtg

Si on prend en compte la condition initiale (21, on a

t
Vit € [to,+ool, y(t) = yoe 210 4 1 [T R0 p(u)an, (2.15)

a Jy,
Cette méthode qui repose sur une formule est théorique et sera parfois utilisée dans ce cours, mais non exigible! <

Ces formules se généralisent aussi dans le cas de la section &
2.2.5. Exemples
ExeEMPLE 2.3. Considérons ’équation différentielle
Vt € [0,+00[, y'(t)+2y(t) =e ", (2.16a)
avec la condition initiale

y(0) = 2. (2.16b)
La solution générale de 1’équation homogéne associée
y'(t) +2y(t) = 0,
est donnée par
y(t) = Ce™™, (2.17)

ou C est un réel.
Nous proposons trois méthodes de résolution.

(1) Cherchons une solution particuliére sous la forme 3(t) = Ke™* ou K est un réel. D’aprés (ZI6al), on a
—Ke '+ 2Ket=e"t,
et donc K = 1. On a donc
yt) =e " (2.18)
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On ajoute a cela la solution donnée par (ZI7) et il vient donc
y(t) = Ce ' + et (2.19)
ou C' est un réel.
(2) Si on utilise la technique de la section 222221 compte tenu de (ZI7T), on fait varier C et il vient
y/ — C/€—2t _ 206_2t,
ce qui donne, réinjecté dans ([216a)
Cle 2 —2Ce 2 4 2Ce ™2 =71,
et donc
Cle—Qt — e—t
soit encore
O — 2=t — ot
Ainsi, par intégration
C=ce+ Co,
ot Cp est un réel et done, d’aprés (217),
y(t) = (et + CO) e =e 4 Cpe
et I’on retrouve donc bien ([2.19).
Finalement, que 'on utilise 'une ou 'autre des deux premiéres méthodes, on a donc la solution
générale sous la forme
y(t) =e '+ Ce 2,
La condition initiale (2-16H]) donne donc
2=e’+Ce’=1+C,
et donc C' =1 et la solution cherchée et donc donnée par
y(t) =et +e 2, (2.20)
(3) Si on utilise directement la formule (Z.I5)), on a directement avec to =0, yo =2, a=1,b=2et f(t) =e ! :

t
y(t) = 2e2¢ +/ 2=t e—ugy,
0

t

=22 + 672t/ e“du,

0
— 26721& + 6722& [671,]67
=272 472 (ef — 1),
— e 4ot _ g2
=e 2 et

ce qui est bien 220). ¢

EXEMPLE 2.4. Traiter 'exercice de TD (corrigé) 22

EXEMPLE 2.5. On s’intéresse & un circuit électrique constitué d’une inductance et d’une résistance et
soumis & une tension e(t) :

di
Vt € [0, oo, Ld_jf +Ri=e. (2.21)
On suppose que

i(0) =0, (2.22)
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et que e(t) est un échelon de tension :

e(t) = EgY (1), (2.23)
ol Fy est une constante et Y est définie par
1 sit>0,
Yoy =4 'F (2.24)
0 sit<O.

Une solution particuliére de ([Z2I) est donnée par Ri = Ey (c’est-a-dire la solution correspondant au régime
stationnaire). D’apreés la méthode de la section Z.2.2.T] on a, aprés calculs,

Ey _
i(t) = =2 (1 - t/T) : 2.25
i) =—2(1-e (2.25)
ol le temps caractéristique 7 est défini par
L
=—. 2.26
r=2 (226)

EXEMPLE 2.6. Etudions de nouveau I’équation différentielle (Z21)) et ([2:22) de ’exemple ol e n'est
plus un échelon mais est défini par

e(t) = E cos(wt). (2.27)
On pose 5

Proposons trois méthodes :
(1) La méthode de la variation de la constante donne aprés calculs
i(t) = C(t)e /™ (2.29)

ot 7 est défini par (Z20) et
C'(t) = Fe'™ cos(wt). (2.30)

Pour intégrer, on a deux facons de procéder.
(a) On écrit
Ct)y=Co+F / et/ cos(wt)dt,
ou Cj est la constante d’intégration et donc
C(t) = Co+ FI, (2.31)

ou

I= / et/T cos(wt)dt. (2.32)
On peut calculer cette primitive grace a deux intégrations par partie. La premiére fournit

I=1w / et/ sin(wt)dt + Te!/ cos(wt).

Puis, une seconde fournit successivement :

I=1w <'rw / et/ cos(wt)dt + et/ sin(wt)> + €!/7 cos(wt),

= —7202T 4 72wet/7 sin(wt) + Tet/T cos(wt).
On en déduit donc
(14 72w = 7€' (1w sin(wt) + cos(wt))

et donc

Tet/

=172 (Tw sin(wt) 4 cos(wt)) ,
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soit y
et/ ™ ) cos(wt)
I= m (w sin(wt) + T) . (2.33)
On obtient donc grace a (2.31), (232) et [233)
Fell™ (cos(wt)

1
= W’

oft) =

. +w sin(wt)> + Cp. (2.34)

(b) Un peu plus rapidement, on peut aussi passer en complexe : on écrit

C'(t) = FRe (et/few) : (2.35)
soit
C'(t) = FRe (e”‘t) , (2.36)
ou )
a=-+iw. (2.37)
T
Si C vérifie
C'(t) = Fet/T, (2.38)
nous n’aurons plus qu’a calculer alors
C(t) =Re(C(t)). (2.39)

Intégrons (en complexe) [238)) qui fournit
F
C(t) =Co+ —e/T,
«

ou Cp est un nombre complexe et donc

F(% — ZW) T iw
C(t) =Co+ Wet/ et
On a donc )
F(; — ’LLU) T tw
C(t) =Re (COJFWet/ e t) ,

En reprenant la partie réelle de cette expression, on obtient

t/T
C(t) =Co + 1Fj_ " <cos(wt) +wsin(wt)) .

7-2

ou Cy = Re(Cp), est une constante, ce qui est bien [2.34]).

Finalement, de (229) et ([234)), on tire

i(t) = d (cos(wt) + wsin(wt)) + Coe /T, (2.40)

i
= +w? T

T

ot la constante Cj est déterminée grace a la valeur initiale nulle de i. On écrit en effet i(0) = 0, ce qui

F 1
— (= Co=0.
T—a+w2(7)+ 0

donne

dont on déduit la valeur de Cj :

Si on réinjecte cette expression dans (Z40), on a

) F cos(wt) ) 1 40
i(t) = T ( = —i—wsm(wt)—;e t/ ) (2.41)
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(2) En fait, la méthode de la section [ZZ277] est encore plus rapide, comme précédemment annoncé. Elle
donne
i(t) = Coe VT 4 iy (1). (2.42)
ou 7 est défini par (226) et i, est une solution particuliére de (2.2I)-(227). On cherche alors une
solution particuliére i, sous la forme
ip(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).
On la réinjecte dans (Z21)-(227) et on obtient
E cos(wt) = L (—Awsin(wt) + Bw cos(wt)) + RA cos(wt) + RB sin(wt)
et donc
E cos(wt) = (LBw + RA) cos(wt) + (RBw — AwL) sin(wt).

Pour cela, il suffit (et il faut en fait) que les termes en cos et sin soient identiques de chaque coté et

donc que
RA+ LBw=F,
RB — ALw =0,
systéme linéaire a deux équations, qu’on résoud trés simplement ici : la seconde équation donne
RB
A=— 2.43
=, (2.43)
que ’on réinjecte dans la premiére :
R?B
+ LBw=F,
Lw
et donc
B E
% + Lw’
_ 1Y
RTZ + Lw?’
encore donné, en utilisant (2.26) et ([2.28), par
Fw
B=———. 2.44
‘r_12 +OJ2 ( )
De ([Z43), on déduit alors
PR (2.45)
= TLz o .

De (244) et ([243]), on déduit alors
1

ip(t) = m cos(wt) + sin(wt).

L 2
7-2
et donc grace a (Z42)), on retrouve exactement ([2.40). La constante Cy est déterminée grace a la valeur
initiale nulle de 7 comme précédemment.
(3) Si on utilise directement la formule (2I5)), on a directement avec to =0, yo =0, a =L, b= R et f(t) = E cos(wt) :
1 t
i(t) = 7/ e%(“ft)Ecos(wu)du,
L Jo

_t 1 t u
=e T— e™ E cos(wu)du,
LJo
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en utilisant le calcul déja fait par 'un ou lautre des deux méthodes présentées ci-dessus (voir les points [[al ou [IH), on

déduit de @33) :
= Fe™7 (I(t) — 1(0)) du,
-t Fe 7 (et/T (w sin(wt) + —COS(Wt)) - l) ;
+ w? T

= T
cos(wt 1
oset) 1,4,
T

T

w
F
=5 (w sin(wt) +
7zt
ce qui est bien ZA4I). ¢

Analysons lexpression de i(t) donnée par ([2.40). On peut remarquer que ¢ est la somme de deux termes
i1 et iz (on retrouve en fait les calculs du point [2)) définis par

i1(t) = Coe /7, (2.46)
12(t) = 1/727}:—w2 (% cos(wt) + wsin(wt)> . (2.47)

Le terme ¢; est en fait la solution générale de 'EHA associée & (Z21]) et donc i5 en est une solution particuliére.
Remarquons que i1 tend vers zéro quand ¢ tend vers l'infini; les électriciens disent en fait qu’au bout d’un
temps égal au temps caractéristique 7, i; est quasiment nul. Ainsi, pour ¢ «grand» on a

. . F 1 .

i(t) mia(t) = Tt <; cos(wt) + wsm(wt)) . (2.48)
On retrouve le régime stationnaire du circuit électrique, fonctionnant alors en régime périodique de pulsation
w.

On pourrait mettre ¢ dans ([2.48)) sous la forme

i2(t) = I cos(wt + @),

et retrouver ainsi I et le déphasage ¢, que I’on aurait pu aussi retrouver par les calculs d’impédances complexes,
comme le montre la remarque suivante :

REMARQUE 2.7. L’équation différentielle (Z2I) avec (2.27)) est réécrite en régime périodique

dZ
LE + RZ = E cos(wt). (2.49)
et en posant
T = Iewt (2.50)
ou I est complexe. Puisque
d ) )
E (Iezwt) — Iiwe“"t,
(249) fournit donc
LIiwe™t + Rl = petvt
et donc
Lliw+ RI = FE,
soit

E
I= B 7. ?
R+ Liw
que l'on calcule de fagon classique :
E _  R-Lliw

R+ Lliw  R2+ L2w?’

=
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Ainsi, d’aprés (2.50)

; F 1
I:e“”72 (— —iw) ,
(57 o \r
F 1
= (cos(wt) + isin(wt)) ——5—— (— — iw) ,
e
T
et si on reprend la partie réelle, on a donc
F

W= e

1

(7 cos(wt) + w sin(wt)) ,
-

ce qui est bien identique a (248]).

2.3. Equations différentielles d’ordre deux

Soient ty € R, f une fonction continue de [tg, +oo] dans R et (a,b,c) € R* x R x R. On s’intéresse a
I’équation différentielle

|Vt € [to, +ool,  ay" (1) +by'(t) + cy(t) = £(1), (2.51a)
avec éventuellement les conditions initiales

y(to) = yo, (2.51D)

y'(to) = Yo (2.51c)

Comme pour la section 2.2] nous étudions d’abord en section 23] I’équation homogéne associée (EHA)
qui correspond & un second membre nul :

Vt € [to, +ool, ay”(t) + by (t) + cy(t) = 0. (2.52)
Nous en déduirons ensuite en section les solutions de ([2.57).
2.3.1. Equation homogeéne associée
L’équation caractéristique associée a (Z.51al) est
ar® +br+c=0, (2.53)

qui admet a priori deux solutions complexes r; et ro. De fagon générale, la solution de (252) s’écrit donc

‘y(t) = Cre"! + Cye™, (2.54)

ou Cy et C5 sont deux constantes.
En fait, on exprime que cette solution est réelle et on étudie alors les différents cas suivants selon le signe
de A = b? — 4ac.

(1) Si A #0: on a deux racines complexes distinctes 71 et ra.

(a) Si A >0, r et ry sont réelles données par

_ —bEVA

o (2.55)

Tk

et la solution générale de (Z52)) s’écrit

‘y(t) = Cre™ + Cye™, ‘ (2.56)

ou C4 et (5 sont deux constantes.
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(b) Si A <0, ry et ro sont complexes conjuguées; on considére (w, a) € R* x R définis par

 —b+iV/—A

Tk 5 =a+iw, (2.57)
et la solution générale de ([Z52)) secrit[]
y(t) = e* (Acos(wt) + Bsin(wt)), (2.59)

ol A et B sont deux constantes.

(2) Si A =0: on a deux racines réelles confondues, égales a

b

r=—-——,
2a

(2.60)

et la solution générale de (Z52) s’écrit

‘y(t) = ¢"'(At + B), ‘ (2.61)

ou A et B sont deux constantes.
2.3.2. Equation avec second membre

La méthode est la méme que dans la section [2.2.2] : il existe deux méthodes, présentées en section [2.3.2.1]
et [2.0.2.2

2.8.2.1. Principe général. La solution générale de I’équation avec second membre est la somme d’une
solution particuliére de (Z.51a) et de la solution générale de 'EHA (2.52). On détermine ensuite les constantes
d’intégration grace a la condition initiale.

EXERCICE 2.8. Démontrer ce principe.
2.8.2.2.  (Double) variation de la constante. On cherche y sous la forme
[y(t) = CLB)21(1) + Ca()=2(t),

ou «les deux constantesy C et Co sont considérées comme deux fonctions et z; et zo sont solutions particuliéres
indépendantesﬁ de 'EHA ([Z52). Plus précisément, on a

21(t) = €™, z(t) = €™, dans le cas[Ial
21(t) = e* cos(wt), 2z9(t) = e sin(wt), dans le cas[IH

21(t) = te™,  29(t) = e, dans le cas

(2.62)

On impose la condition

|Cloy+Clza =0, (2.63)

Ainsi, il vient successivement
= ' / /
Yy =C1z1 4+ Chza + Cr27 + Cazy
!/ !/
= 012’1 + 022’2

et
" ’ ’ " i
Yy =C12; +Ch25 + Crz] + Cazy.
1. On peut aussi la mettre sous une autre forme équivalente :

y(t) = e** Acos(wt + ), (2.58)

oul A et ¢ sont deux constantes.
2. nous définirons cette notion un peu plus tard.
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On réinjectant ces expressions dans ([257a)), il vient
[ =a(Clzy + Chzh) + C1 (az] + bz + cz1) + Co (azl) + bzh + c29)
=a(C1z) + Ch2p),

puisque z1 et zg sont solutions de I’équation homogene ([2.52]).
Ainsi, grace a la condition (2Z.63)), on a un systéme de deux équations & deux inconnues

C1(H)z1(t) + Cy(t)22(t) = 0,
ft)

C1(H)z1(t) + Cy(t)z5(t) = —,

a
Z1 z9 C{ o 0
2 ) \Cy) %

On admet que 2125 — 2z]22 # 0, ce qui traduit que les deux fonctions z; et zo sont indépendantes ; ainsi,

que 'on écrit sous la forme

ng 1
Cl=————F—7
a 2129 — 2122
(2.64)
21f 1
G="
a 2129 — 2122

Aprés intégration, on connait donc y, modulo les conditions initiales, qui permettent de déterminer les condi-
tions initiales.

2.3.3. Preuves théoriques

Voir |Bas22, Section "Equations différentielles d’ordre 2" de I’annexe "Théorie des équations différentielles
linéaires & coefficients constants d’ordre 1 et 2"| disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/
MFI/coursMFI.pdf.

2.3.4. Exemples d’équations d’ordre 2

EXEMPLE 2.9. On étudie le lambement parfait d’Euler :

vz e[0,L], v"(z)+wjv(z) =0, (2.65)
avec
wy = % (2.66)
avec les conditions aux limites
v(0) = 0, (2.67)
v(L) = 0. 2.68)
Attention, ici les conditions aux limites sont différentes de (2.51D) et ([251d). On montre que
v(x) = Acos(wz) + Bsin(wz),
et on calcule I'une des constantes A et B grace a (Z67) et (2:69).
EXEMPLE 2.10. On étudie le flambement parfait d’Euler avec défaut initial vo(x) = asin(mz/L) :
Vo € [0,L], v"(x)+wiv(z) = K sin(wz), (2.69)
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avec les conditions aux limites
v(0) =0, (2.70)
v(L) = 0. (2.71)
On suppose w # wyp. Voir en TD le cas ot w = wy.

EXEMPLE 2.11. On étudie
y'(t) + 4y (1) + 4y(t) = 7, (2.72)
avec les conditions initiales y(0) = 0 et 3’(0) = 0. On cherche une solution particuliére sous la forme
7(t) = (at® + bt + c)e 2.
Aprés calculs, on a
7'(6) + 45 (1) + 45(t) = 2ae2.
11 suffit donc de prendre 2a = 1, ce qui est vrai pour c=b =0 et a =1/2. On a donc

t2
y(t) = Ate™®' + Be™* + 56_%
[ S —
solution générale de 'EHA ~—

solution particuliére de ([Z72)
Les conditions initiales imposent A =0 et B = 0, et donc
2
o

y(t) = 3¢

2.4. Lien avec MNB

Dans le cours de MNB, des méthodes seront proposées pour résoudre numériquement les équations diffé-
rentielles vues dans ce chapitre.

2.5. Autre types d’équations différentielles

11 existe naturellement tout un ensemble d’équations différentielles (dites ordinaires), comme par exemple
les équations différentielles d’ordre 1 résolues de la forme

Vit € [to,+ool,  y'(t) = f(t,y(1)),

y(to) = vo
ou f est une fonction de [tg, c0[xR dans R ou encore les systémes différentielles de la forme

Vt € [to, +oof, Y'(t) = F(t,Y(t)),

Y (to) = Yo,
ou n € N*, F est une fonction de [tg, +oo[xR™ dans R™, Y, appartient & R™ et Y est une fonction de [tg, o]
dans R”.

On renverra par exemple a [DB22, sections Bl et B.6] disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/
Polytech/MNBmater/coursMNBmater.pdf.

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Systémes Industriels et Robotique 3A Cours de MPISIR Jérome Bastien


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBmater/coursMNBmater.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBmater/coursMNBmater.pdf

Deuxiéme partie

Notions d’Analyse numérique



Chapitre 3

Interpolation polynomiale

Ce chapitre est issu (et adapté) de [DB22, chapitre 2] disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/
Polytech/MNBmater/coursMNBmater.pdf.
0

3.1. Motivation

Latitude | K =0.67 | K =15 K =2 |
65| —3,106| 3,520 6,058
55| —3,228 | 3,621 6,055
45| —3,309 | 3,652 5,922
35| —3,327| 3,522 5,707
25| —3,172| 3,476 5,308
15| —3,074| 3,253 5,020

5] —3,020 | 3,152 4,957
—5| -3,020| 3,150 4,974
—15| —3,124| 3,207 5,078
—25| —3,209| 3,274 5,355
—35| —3,350| 3,529 5,627
—45| —3,373| 3,705 [ 5,954
—55| —3,258| 3,704 6,103

TABLE 3.1. Température de ’air & proximité du sol en fonction de la latitude pour différentes
valeurs de concentration K.

Il est connu que la température de I'air & proximité du sol varie selon la concentration de ’acide carbonique.
Le tableau Bl (extrait de "Philosophical Magazine" 41,237) montre les variations annuelles de la température
moyenne pour différentes latitudes en fonction de la concentration (relative) K de l'acide carbonique dans
I’atmospheére.

On cherche une estimation de la variation de la température a la latitude 42,961 111 de Centuri (Haute-
Corse) pour une concentration K de l'acide carbonique dans 'atmosphére égale & K = 0.67. Les techniques
d’interpolation permettent de reconstruire, & partir des données disponibles, les valeurs de température pour
des latitudes ou des concentrations non contenues dans le tableau.

Sur la figure [3.1 page suivante] ont été tracées les différentes courbes déterminées gréce aux techniques de

ce chapitre, ainsi que plusieurs estimations de la variation de la température a la latitude 42,961 111 qui se
tiennent toutes dans un mouchoir de poche. On obtient en effet
e 7 = —3.333, en utilisant un polynome de degré 12 (voir section [32)) ;

29


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBmater/coursMNBmater.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MNBmater/coursMNBmater.pdf

3.2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 30

2.7
* données
polyndme de degrél2
28l — polynéme de degrés 3
) Splines cubique
moindres carrés de degré 5
résultats
-2.9
_3 —
-3.1r
-3.2F
-3.3F
-3.41
-3.5 L ! L | I 1 ]
-60 -40 -20 0 20 40 60 80

FIGURE 3.1. Les données et les différentes courbes déterminées grace aux techniques de ce
chapitre (pour une concentration K de l’acide carbonique dans ’atmosphére égale & K = 0.67).

e 7 = —3.321, en utilisant un polynome de degré 3 (voir section B.2]) ;
e 7 = —3.323, en utilisant une spline cubique (notion non vue dans ce cours ; voir [@, section [Z26.1]) ;
e 7 = —3.309, en utilisant une approximation au sens des moindres carrés (voir section B.H).

3.2. Interpolation polynémiale
3.2.1. Exemple et position du probléme

EXEMPLE 3.1. Pour tout ce chapitre, on considérera les données suivantes : on connait les valeurs d’une

fonction f aux points xg =1, 1 =4, 20 =2 et x3 = —1:
fl@o) ==2, f(z1) =3, f[f(z2)=1, [flz3)=5. (3.1)
On posera
Vi € {0, 1,2, 3}, Y; = f(.%'l) (32)

De facon plus générale, on se donne n > 0 un nombre entier. Etant donnés n + 1 points, deux a deux

distincts, g, x1,...,%p :

Vi,j €{0,...,n}, i#j= x; #z;, (3.3)
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et n + 1 valeurs quelconques 4o, y1, - - -, Yn, on cherche un polyndéme p de degré au plus n, tel que

Vi€ {0,...,n}, p(z;) =y (3.4)
On note p =I1,,, le polynéme d’interpolation aux points (‘Ti)OSign qui vérifie donc

Vi€ {0,...,n}, I.(z;) =y (3.5)

Les points (x;,y;) sont dits points d’interpolation. Les points z; sont aussi appelés les noeuds du support
{zo, ..., zn}. Si, comme dans l'exemple B1] les y; correspondent aux valeurs d’une la fonction f, on dira que le
polynome II,, interpole f sur le support {zg, ..., z,}. Dans ce cas, on notera parfois le polyndme sous la forme

I (f)-

ExempPLE 3.2. Pour n = 1, I'interpolation polynémiale est un probléme déja bien connu :
On cherche a déterminer I’équation de la droite passant par les points distincts A et B, de coordonnées respectives (z4,y4)

et (zB,yB)-
e Sixzs = xp, la droite est "verticale" d’équation

T=1x,. (3.6)
e Sixzg # xp, on est exactement dans le cadre ci-dessus en posant

To=Tp et T =R, (3.7a)

Yo =y et Y1 = Ya. (3.7b)
La droite est d’équation Y = aX + 8 et les égalités traduisant que la droite passe par A et B sont

0z + B =ya, (3.82)
arp + B =yg, (3.8b)

systéme linéaire qui se résoud aisément et fournit, par différence des deux équations,
a(za —zB) =yYa —yB,

et donc
YB — YA
a= """
T —TA

et si on réutilise I’équation (3.8a) on obtient
YB — YA
B=ya—xa——.
B —TA
L’équation de la droite est donc
YB — YA YB — YA
Yy=-——"—"TF+Yya—T4A—— —- (3.9)
TB —TA TB —TA
soit
YB — YA
y=-"—"——"—"(z—z4) +ya, (3.10)
T —TA
que 'on pourra écrire sous la forme suivante :
Y—-ya _ YB—YaA (3.11)

T—xA TR —TA

qui traduit que le taux d’accroissement entre x et x4 est égal au d’accroissement entre rg et x 4.

Nous reviendrons sur cet exemple dans ’exemple

¢
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3.2.2. Construction de II,,
3.2.2.1.  Calcul direct (Matrice de Vandermonde).

Bien que la plus directe, cette technique est rarement utilisée en pratique & cause des instabilités numé-
riques.
Donnons néanmoins le principe de ce calcul. Cherchons le polynoéme II,, sous la forme (canonique)

n
I, (z) = ap + 12+ ... + apaz”™ = Z apz®. (3.12)
k=0
Si on écrit chacune des équations (3.3), on a donc
n
Vie {0,...,n}, ao+aorx;+ ...+ ozl = Z arzt =y, (3.13)
k=0

ce qui est équivalent au systéme linéaire

AX =B, (3.14)
ot la matrice A € M,,41(R) est définie par
Vi,j,e {1,..,n+1}, Ay=al"], (3.15)
soit encore
1z a3 Ty Ty,
1 o« ... b oap,
A=|1 =z 2% ... zg_l xy, (3.16)
1 z, 22 an—l gn
et les vecteurs X et B sont les vecteurs colonnes de R"*! donnés par
Qo Yo
aq h
X = , B=1|". (3.17)
(77 Yn
La matrice A correspond a la matrice de Vandermonde, associée aux nceuds zg, ..., Zp,.

On peut remarquer que ce calcul est une généralisation de ’exemple [3.2 page précédentel

On sait qu’elle est inversible. Voir par exemple |[BM03, Exercice 2.5 p. 55]. On peut en calculer & la main son inverse, en
utilisant la théorie de I’interpolation! L’inversibilité de cette matrice sera aussi une conséquence de la section 2221 &

On a donc l'expression théorique de X d’aprés (314 :

X=A"'B. (3.18)
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EXEMPLE 3.3. Si on traite de cette fagon I’exemple [3.I], on obtient successivement :

11 1 1
1 4 16 64
A= 1
1 2 4 8| (3.192)
1 -1 1 -1
—9
B = ? , (3.19b)
5
—9/5
_u
x=|05 |, (3.19¢)
10
Iz
30
et donc
17 , 33 , 44
- ! 222 22 9. 3.19d
3@) = =55 F v T Y/ (3.19d)

Si on évalue ce polynémes aux points du support xg,...,&,, on obtient bien les y; :

(-2 3 1 5). (3.19)
3.2.2.2. Base de Lagrange.

Nous avons le lemme suivant :

LEMME 3.4. Soit n € N. Pour tout i € {0,...,n}, il existe un unique polynome l; de degré n tel que

Wi € {0, md\ {i}, L) = 0, (3.20a)
lz(l'l) = 1, (320b)

soit encore
Vj e {0, ...,n}, li(acj) = (Sij, (3.21)

ot 6;; est le symbole de Kroneckerﬁ. Pour tout i € {0,...,n}, l; est donné par

Li(z) = [ —2. (3.23)

Ti— T
=0
J#i

Les polynomes (1;)y<;<,, sont appelés les polynomes de Lagrange, relatifs aux support {xo, ...,y }.

DEMONSTRATION. On montre & la fois 'unicité et I'existence. On cherche @) un polynéme nul en xg, 1,
T2y weer Tie1y Titly -y Tn—1, Tpn et égal & 1 en x;, de degré n. Voir figure 3.2l C’est donc équivalent & :
e Il admet pour racines les n nombres z;, pour j € {0,...,n}\ {i} et donc il existe un réel c¢ tel que

Q=cX—20)( X —21) .. X —zi—1) (X —2411) ... X —2n) =c¢ I I (X —xj). (3.24)
0
i
1. défini par
o 1 sii=j,
v 0,..,n}, &;= 3.22
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FIGURE 3.2. Le polynémes [;, nul en zg, 1, 2, .... Ti—1, Tit1, --., Tn-1, Tp €t égal & 1 en z;.

e De plus [;(z;) = 1 si et seulement si

c(x; — o) (i —x1) oo (g —wim1) (X — i) e (B — ) = 1

d’apres (B3), les nombres z; sont deux a deux distincts et le terme de gauche de cette égalité est non
nul et on a donc

1 1
c= — :
(ZL'Z' — 1'0) (ZL'Z — 1'1) (ZL'Z — SCifl) (SCZ — .TiJrl) (ZL'Z — .CCn) A
H (i — x5)
§=0
i
et, d’apres, (3:24), il vient
H(X - ;)
0= g;? _ X Z;
[Tz 207"
oy ¢ J J#i
i
O
EXEMPLE 3.5. On vérifie queE pour n =0 :
lo(z) =1, (3.25a)
puis, pour n =1 :
T—x
lo(w) = S—~ ;1 : (3.25b)
li(z) = % (3.25¢)

2. En prenant pour convention qu’un produit vide vaut 1.
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puis, pour n =2 :

lo(z) = = T)(@ = 72) (3.25d)
(zo — x1) (w0 — 22)
(x — z0)(z — x2)
l1(x) = , 3.25e
1) (x1 — xo) (w1 — @2) ( )
(x — 1) (z — x0)
lo(x) = 3.25f
2(7) (w2 — x0) (w2 — 1) ( )
PROPOSITION 3.6. Soit n € N. Il existe un unique polynéme 11, de degré au plus n tel que
Vj € {0, an} Thao;) = ;. (3.26)

1l est donné par
(z) =Y wili(x). (3.27)

Notons que le degré de II,, est au plus n. Il peut étre plus petit !

DEMONSTRATION.

(1) Démontrons d’abord 'unicité d’un tel polyndéme. Supposons qu’il existe deux polynomes P; et P, deux
degré au plus n qui vérifient

Vi€ {0,...,n}, Pi(z;) = Pa(zi) =y;.
Ainsi, P, — P, est un polyndme de degré au plus n qui vérifie
Vi€ {0,...n}, (P —P)(z;)=0. (3.28)
Remarquons que, d’aprés ([3.3), on a
Si @ est un polynome de degrés au plus n, alors : (Vi € {0,...,n}, Q(x;)=0)=— Q =0. (3.29)

En effet, dans ce cas, @ est de degré au plus n et posséde au moins n+ 1 racines deux & deux distinctes;
il ne peut étre que nul. Ainsi, d’aprés [B.28)) et (329) appliqué & Q@ = P, — P, on a Q = 0 et donc
P =P

(2) Enfin, si on choisit II,,, défini par (8.21), alors d’aprés [B.2I)), pour tout j, on a

D i) =D wibiy = Y yibiy + ;05 = 0+ y; = yj. (3.30)
=0 =0 OS;STL
i#£]

Cela assure l'existence du polynéme II,,, défini par ([327).

DEMONSTRATIONS ALTERNATIVES.
Voir la démonstration |[DB22, page 17].4

¢

REMARQUE 3.7. Il faut et il suffit qu’ait lieu I’égalité ([B26]) pour que II,, soit le polynéme d’interpolation
de f sur le support {zg, ...,z }. On dit que l'égalité [B26]) est une caractérisation de II,,.
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EXEMPLE 3.8. Reprenons les données de 'exemple 3.1 page 30} Chacun des polynémes de Lagrange I; (de
degré 3) est donné par la formule (3:223). On a donc successivement

Io() = (x—4)(z—2)(z+1)
1-4)1-2)(1+1)’

L (z) = (z—1)(z—2)(z+1)
! (A-—1)(4-2)(4+1)’

b () = (z—1)(z—4)(z+1)
2 2-1)2-4)2+1)
(x—1)(x—4)(x—2)

soit encore aprés calculs :
lo(x) =1/62> —5/62% 4+ 1/3x +4/3,
li(z) =1/302% —1/152% — 1/30 2 4 1/15,

3.31a)
3.31b)

—_—~ o~

lo(x) = —1/6 2% +2/32% +1/6x — 2/3, (3.31c)
7 7 4

I3(z) = —1 Sy —x 4. 31d

3(x) /30x +3O:E 15x+15 (3.31d)

Ensuite, le polynome interpolateur de degré 3, Il3, est donné par la formule [327]). Ici, on a donc :

3(x) = yolo(z) + y1l1(z) + yalz(z) + ysls(z).
Aprés calculs, il vient :
17 5 33 , 44

On retrouve bien (3.19d)).

EXEMPLE 3.9. On reprend les données de 1’exemple B.11

vaf

12

0.8

0.6

0.4r

0.2

FIGURE 3.3. Le polynéme de Lagrange [

Sur les figures [3.3] B.4] et 3.6l ont été tracés : le polyndome [y, interpolant la fonction f sur le support
{zo}, puis les polynomes Iy et I, interpolant la fonction f sur le support {zg, 21}, puis les polynomes ly, I et
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FIGURE 3.5. Les polynoémes de Lagrange ly, [; et lo

l2, interpolant la fonction f sur le support {xg, x1, 2}, puis les polynémes I, l1, l2 et I3, interpolant la fonction
f sur le support {xg, z1, 22,23}
Voir aussi la figure B
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FIGURE 3.6. Les polynomes de Lagrange lg, l1, l2 et I3

10F

-5

10+

20 I I I I I I |
-2 -1 0 1 2 3 4 5

FIGURE 3.7. Les polynomes d’interpolation de f sur {xo}, {zo,21}, {xo0,21,22} et

{zo, 1, 22, 23} .

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Systémes Industriels et Robotique 3A Cours de MPISIR Jérome Bastien



3.2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 39

3.2.2.3. Forme de Newton et différences divisées.
C’est la forme la plus appropriée a 'interpolation. On trouve aussi la terminologie "polynéme de Newton".

Par convention, on pose
-1

[[@-=)=1 (3.33)
§=0
Nous allons chercher II,, sous la forme

I, (z) = ap + a1 (x — x0) + as(z — xo)(x — 1) + ... + an(z — z0)(x — 21)...(T — Tp-1), (3.34a)

ot les (@i)y<;<, sont des réels & déterminer. En utilisant la convention (3.33)), on écrit ([3.34al) sous la forme

(z) = a; 1:[ (z — z;). (3.34b)
i=0  j=0

REMARQUE 3.10. Dans ’espace vectoriel Py, des polyndémes de degré au plus n, nous avons précédemment déterminé II,, sur

la base canonique 1, z, 22 ...., 2™ (section B.2.2.1)) ou sur la famille des I; qui en forme aussi une base (section B.2.2.2)). Ici, nous
utilisons la famille 1, z — zg, (x — zo)(z — z1), ...., (x — z0)...(x — y,—1) qui est aussi une base de P,.
¢
EXEMPLE 3.11. Pour n =0, on a, grace a (3.3 pour i =0 :
ap = f(zo).
EXEMPLE 3.12. Pour n =1, on a, grace a (&3] pour ¢ =0 :
ao = f(zo),

puis pour ¢ = 1,

ag + a1 (x — o) = f(x1),

fl@) = flwo)

1 — To

d’oll

ay =

DEFINITION 3.13. Les quantités (f[zi])g<,<, définies par

Vi € {0,...,n}, flzi] = f(x:), (3.35)

sont appelées les différences divisées d’ordre 0. Les quantités (f[z;, Zit1])g<;<,_, définies par

Vie{0,...,n—1},  flo, 2] = W? (3.36)

sont appelées les différences divisées d’ordre 1. Les quantités (f[z, Ziy1, Tit2])g<;<p,_o définies par

Vi € {0’ ot — 2}, f[-Ti; $i+1,9€i+2] _ f[$i+1, 1'1'+2] - f[»’Ci, iEz‘+1]’ (3.37)

Tit+2 — T4

sont appelées les différences divisées d’ordre 2. De maniére plus générale, pour tout k € {1,...,n}, les quantités
(f (@i, o, Titk))g<j<n—j définies par récurrence sur k (tandis que les différences divisées d’ordre 0 sont définies

par (B3) par

VE {1, n}, ViE{0,on— kb, Flan o miy] = LT Tith] = F [T o Tivi] (3.38)
Titk — T4

sont appelées les différences divisées d’ordre k. Ainsi, 'unique différence divisée d’ordre n est défine par

flz1, o zn] — f %o, oy Tn—1]
Ty — X0

flzoszn] = (3.39)
3. Voir note de bas de page numéro
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On peut alors montrer, avec les notations (3.341), que

PROPOSITION 3.14. On a

Vi €{0,....n}, a; = flzo,z1,..., T, (3.40)
soit encore
I, (x) =
flzo] + flxo, z1](x — x0) + flxo, 21, 2] (. — x0)(x — 21) + ... + fl20, 1, T2y oy Tp] (2 — 20) (@ — 1) (T — Tp—1),
(3.41a)

soit encore, avec la convention ([3.33)

I, (z) = Zf[xo,...,xi]ﬁ(x—xj). (3.41D)

DEMoONSTRATION. Voir , Définition 2.28 et Théoréeme 2.34], ou I'on montre en particulier que f [z;,...,x;1x] est le
coefficient dominant du polynéme interpolateur de f sur le support {z;, ..., Z;4x}- O

¢

PROPOSITION 3.15 (Calcul complet des différences divisées). Les égalités ([B30]) permettent d’initialiser le
calcul des différentes différences divisées. Les égalités (B3])) permettent de calculer successivement les différentes
différences divisées.

EXEMPLE 3.16. Pour n =0, on a, grace a B.33)) et (3413 :

flao] = f(xo), (3.42a)
o (x) = f (o). (3.42b)
EXEMPLE 3.17. Pour n = 1, on a, grace & (3.35), (341a) et (338) pour k=1 :
flzol = f(o), (3.43a)
flo, 2] = m%io@o) (3.43b)
() = o) + LTy (3.430)

T1 —To
On retrouve les résultats obtenus dans I'exemple (dans le cas ot x4 # xpg).
REMARQUE 3.18.

(1) Le coefficient dominant de IT,, est égal & la différence divisé f|xo, ..., T,].

(2) La différence divisées f[zo, 1, ..., Tn] est invariante par permutation des éléments, c’est-a-dire : pour toute permutation
o de {0,...,n}, on a

f[zo'(())v To(1)s Io'(n)] = f[il?o, Ty eeey In] (344)

Il n’est pas nécessaire de faire de savants calculs. Il suffit d’utiliser la caractérisation [B.26) (voir la remarque [3.7 page 35)
de II,,. On a donc l’égalité (3.26) dont on déduit de fagon immédiate que pour toute permutation o de {0, ...,n}

vj €{0,...,n} Il (xo(j)) = Yo (j)- (3.45)

D’apres le point et B44), f[r(0); To(1)s - To(n)] €t le coefficient dominant de TI,, qui est aussi f[zo, x1, ..., Tn] et ces
deux différences divisées sont donc égales. Cette propriété est en cas particulier de la théorie de I'interpolation d’Hermite.

¢

(3) Ainsi, si f[zg,...., xn] = 0, alors II,, est de degré inférieur ou égal a n — 1.

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Systémes Industriels et Robotique 3A Cours de MPISIR Jérome Bastien



3.2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 41

3.2.2.4. Calcul pratique des différences divisées et du polyndme interpolateur.

DEFINITION 3.19 (Tableau des différences divisée).
On définit le tableau des différences divisées de la fagon suivante :
e La premiére colonne contient les n + 1 valeurs (2;),<;<,, classées dans I'ordre des indices (qui n’est
pas nécessairement ’ordre des valeurs). o
e La deuxiéme colonne contient les n 4 1 différences divisées d’ordre 0, c’est-a-dire (f[x;i])<;<,,, chacune
d’elles étant égale a f(x;) d’aprés (B35). o
e La troisitme colonne contient les n différences divisées d’ordre 1, c’est-a-dire (f[zi, Zitr1])g<icn_1

données par ([3.30).

e La quatriéme colonne contient les n—1 différences divisées d’ordre 2, ¢’est-a-dire ( f[x;, it1, zi+2])ogi§n_2,

données par (3:37)

e De fagon générale, la k + 2-iéme colonne pour tout & € {1,...,n} contient les n — k + 1 différences

divisées d’ordre k, c’est-a-dire (f|x;, Tit1, Tito, . .. 7xi+k])0§i§n—k données par ([3.38).
e L’avant-derniére colonne contient les 2 différences divisées d’ordre n—1, c’est-a-dire, f[xo, x1,. .., Tn-1]
et flz1,x2,...,z,] définie par (B.38) pour k =n — 1 et i € {0,1}, c’est-a-dire
fiEl ceey 1 —fiEo T1yeeoyTp—2
f[.%'o,l‘1,...,$n_1]= [ b ) n ] [ b ) ) n ],
Tn—1 — To
T2,y Tn] — flX1, T2, T
f[-rl,-rQ,---,l'n]:f[ 2, ) n] f[ 1,42, s n 1].
Ty — X1
e La derniére colonne contient 'unique différence divisée d’ordre n, c’est-a-dire, f[zq,x1,...,Tn—125]
définie (B38) pour k =n et i = 0, c’est-a-dire
f['rla sy Tp—1, zn] - f[SC(), L1y-.-5Tn—2, znfl]
flzo,z1, ..., Tno1,xn] = .
Tn — T

Voir les tableaux [3.2 page suivante]et[3.3 page 43| La double fléche N signifie que chaque différence divisée f[z;,

S
Xig1,Tit2, .-, Tirk] pour k € {1,...,n} et pour i € {0,...,n — k} est déterminée de la fagon suivante
AN, B-A
—————— = flwi, i1, iz, - - -, Tivk]-
B/(xiij —z; f[ iy Lit+1y Li42 H—k]

Enfin, on se sert de ce tableau et uniquement des différences divisées encadrées dans les tableaux et
pour calculer II,, donné par (B:41)

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Systémes Industriels et Robotique 3A Cours de MPISIR Jérome Bastien



yoo3hlod/1d0N

V& onb1joqoy 1o S[PIIISNPU] SoMWRYSAS oUWOINY C¢Z0G-FT0T

HISIdIN °P sInop

uor)seY OWQIY[

) SOYSIAIP SOOUDIPPIP SOP UOTIONIISUO)) 'g'¢ HIAV],

N

soxgraxd

(seuwor0d

z; flz4] flzi iq1] flzi @i, viqo] flzi ®ig1, iqo, Tiqs)
EN) flzo]l = f(=z0)
N _ fl=1] = fl=o)
A flzo,z1] = P
€1 Flei] = f(z1) > Fleo, 1, wo] = flz1, 22] = flwo, 21]
x5 — 0
\f[zl,fEQ] _ fl=2] = flza] \ Flzo, o1, w2, 73] = fle1, za, 3] — flzo, z1, ®2]
e To — 1 A z3 — T
z2 flaa] = f(=2) >f[ac1,ac2, z3] = —f[xz,x;] :igxlyxﬂ
\f[12,13] = flral = iza] \f[zh T, T3, T4] = flwa: w3, 24] = flon, w2, 3]
e T3 — Tg e T4 — T1
z3 flzs] = f(z3) >f[12713714] - flzs, 24l — Floa, 2]
Ty — To
N _ flza] = fles]
/f[9531954] = ﬁ
e flzal = f(z4)
tnot | flon] = f(en_1) Sflen 2,1, wn) = L2 E T2 2]
Tn — Tp—2
Sl 1 an) = LI na] i[z";ﬂ
T flzn] = f(zn)

HTVINONATOd NOILLVIOJdYHLNI ‘¢'€

t4%4



3.2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 43

=
|
g
8
<)
A
=1
M e
.Jn 8
8
=
8,
—_— ~
g
I Il
: e
X 8
a :
8 .
I <)
8 8,
WU o~
= /N
™
|
g
8
T =
. |
. £
o
&8 :
ha | .
I -
— —
o L Bl
s ® =
8 I e
. e 8
: 8
= :
= - &
! I 8
N ~
+ =
> | Il
8 N
h 8 M
- . .
By S L
% ~ ﬂ
= /N /N
= —
| [a}
& :
- 8 —
: 1 =
: : |
. : &
(=] =) -~
B8 g e N
f,/ I =l :
— J. 7 — 91. 2l
al e —=| | Bla
s S =1
8 < ® I e
- 8 —l 8
. - 2
: : 8
— | = - :
~ 8 Q .
|| = ) -
g | ~ g
m I I =
: g = I
. g | [
. 8 3 13
- - 8 8
a X : t
+ B : X
s : : :
8 - . .
-~ o - -
g 2 & )
8 Py 8 8
~ ~ “~

TaBLE 3.3. Construction des différences divisées (derniéres colonnes).
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Nous avons aussi la relation de récurrence fondamentale qui découle tout simplement de I’écriture de 11, :

LEMME 3.20. Si, pour n > 1, II,,_1 est le polynéme interpolateur de f sur le support {xo, ..., xn—1} alors,
I1,,, le polynome interpolateur de f sur le support {xo, ..., xn} vérifie

I, () = ,—1(x) + flxo, 1, ...s xn](x — x0)(x — 21)...(T — Tp—1). (3.46)
DEMONSTRATION. Faire en exercice. O

REMARQUE 3.21. Grace au lemme .20 si le tableau des différences divisées sur le support d’interpolation
{zg, ..., n—1} est connu, on en déduit facilement le tableau des différences divisées sur le support d’interpo-
lation {xo,...,x,}. Il suffit de rajouter les points x, et la donnée f(x,) en bas de tableau et d’en déduire

progressivement les nouvelles différences divisées comme le montre le tableau[3.4 page suivante Si le polyndéme
IT,,—1 est connu, on déduit alors II,, en utilisant la nouvelle différence divisée calculée f[xo, ..., z,] et (3.40).
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3.2.2.5. Bilan sur le choix de la méthode.

La méthode de newton, sauf indication, sera toujours & privilégier, cela pour deux raisons :

(1) Sur le plan algorithmique d’abord ; la méthode de Lagrange force a tout recalculer les polynomes I, ....,
I, & chaque rajout de nouveau point. Au contraire, la méthode de Newton, a ’ajout d’un point, permet
de calculer le nouveau polynoéme en se servant du précédent, grace au lemme C’est d’ailleurs pour
cela qu’a été inventée la notion de différences divisées, qui se calculent aisément de fagon récurrente
grace a la proposition Voir la définition B9 la remarque B.27] et 'exercice de TD Bl

(2) Sur le plan numérique ensuite; grace a lalgorithme d’évaluation d’Horner (voir [BM03, Algorithme
2.1 p. 38]), la forme de Newton (3.41)) permet de calculer de fagon plus correcte II,, qu’en utilisant les
polynémes de Lagrange [;, notamment quand n grandit. Voir le corrigé de ’exercice de TD

ExeMPLE 3.22. Reprenons 'exemple[3.2 page 31} dans le cas ot x4 # xp, avec les différentes méthodes vues dans ce chapitre.
On renvoie & ’annexe [C]

¢
EXEMPLE 3.23. Reprenons les données de ’exemple Pour calculer le polynéme sous la forme

zi \ k 0 1 2 3
o = —2
5/3
x1 =4 3 -2/3
1 I
30
Ty =2 1 =
—4/3
T3 = -1 5

TABLE 3.5. Différences divisées de f.

de Newton, on détermine tout d’abord les différences divisées f[z;, ..., x;4x| données dans le tableau 35 Ensuite,
on n’utilise plus que les différences divisées qui sont encadrées et le polynéme interpolateur de degré 3, Ils, est
donné par la formule (341)). Ici, on a donc :
5(x) = flxo] + flzo, z1](x — x0) + flz0, 21, 22](T — 20)(T — 21) + fl20, 21,22, 23] (T — T0)) (T — 1) (T — T2).

On a successivement

rT—x9=2x—1,

(x —mo)(x —21) = 2° — 5 + 4,

(x —mo)(x —21)(x —m2) = 2% — T2® + 142 — 8.
Aprés calculs, il vient :

17 , 33, 4

Iy(z) = — — ~ 95 4
3(x) 30° +10x e 9/5 (3.47)

On retrouve bien (3.19d)).

EXEMPLE 3.24. Voir de nouveau l’exemple de la section Bl
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3.2.3. Erreur en interpolation polynémiale

On rappelle que, d’aprés [B.2), on dit que II,, (noté parfois en cas d’ambiguité II,,(f)) interpole f sur le
support {xg, ..., T, } i :

THEOREME 3.25 (Erreur d’interpolation pour des nceuds quelconques). Soient (xi)OSign n + 1 neuds
distincts dans [a,b] et soit f € C"T1([a,b]). Alors

Fr(e)
Vr € [aa b]a 36 E]aa b[a f((E) - an(.’L') = mwn-‘rl(m)) (349)
0l wp41 est défini par
Wpt1(z) = H(:c — ;). (3.50)
i=0

DEMONSTRATION. On montre tout d’abord que pour tout réel z de [a, b] on peut écrire :

n
f@) —Tn(z) = flo, - zn,2] | [] (@ —2y)] - (3.51)
=0
Dans cette proposition, f [zg,...,Zn, 2] devra avoir un sens, que les points soient distincts ou non : voir [BM03, exercice 2.8 et TP
2.F]. On considére deux cas.
— Siz ¢ {=z0,...,xn}, alors {zo, ..., xn, z} constitue un ensemble de n + 2 points distincts de I. Notons II,,4+1 le polynome

d’interpolation de f sur {zo,...,Zn,z}. Par suite II,4+1(x) = f(z); donc IL,,4+1(t) — I, (¢) désigne le terme qu’il faut
ajouter a I, (z) pour obtenir II,41(z), c’est-a-dire ’expression ([E.51).
— Siz € {zo,...,zn} alors f(z) — IIn(z) = 0. Comme le produit qui apparait dans l’expression ([3.5I) est nul, celle-ci reste
valide en admettant que f [zo,...,Zn, ] a un sens.
On montre ensuite qu’il existe £ € Ja, b[ tel que :

FD ()
TOy ey T, T] = ————.
Flao nal (n+1)!
Ce calcul est assez technique et repose sur une utilisation itérée du théoréme de Rolle. Voir par exemple [CB8&1]. O

¢
Si on peut trouver une borne supérieure pour f"+1(€); soit M, 1 = maxy <<z, |f"H(x)], on peut
alors majorer I’erreur sous la forme suivante :

THEOREME 3.26 (Erreur d’interpolation pour des nceuds quelconques). Sous les hypothéses du théoréme
3.2, on note

Mass = oo, |7 352
Alors o
Vo€ fatl 1)~ T f@)] £ s ma o). (3.53)

DEFINITION 3.27 (Nceuds équirépartis). Pour a < b et n € N*, n 4 1 nceuds équirépartis (2)<;<,,
définissent n sous-intervalles de [a, b] de la méme taille et sont définis par
b—a
h= , (3.54a)

n

Vi€ {0,....,n}, xz; =a-+ih. (3.54b)

THEOREME 3.28 (Erreur d’interpolation pour des noeuds équirépartis). Pour des neeuds équirépartis, c’est-
a-dire donnés par la définition 327, on a, sous les hypothéses du théoreme[3.25,

b _ n+1
En(f) = max |f(2) — M f(2)] < ﬁ ( na) max ‘f("“)(w)‘ : (3.55)
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-3

x 10

FIGURE 3.8. Fonction |wy1] pour 11 noeuds équirépartis dans [—1,1].

DEMONSTRATION. On peut montrer que le maximum de |wp+1(x)| est atteint toujours dans un des deux intervalles extrémes
[z0,z1] ou [®n—1,xn] (voir figure[3F). On prend z € [zo, z1] (l’autre cas est similaire), et on a

@~z e < DT

o + 1 (x1 — x0)?

On peut aussi montrer que le maximum de |(z — xo)(z — x1)| est atteint en et vaut . On a donc

|(z — @o) (@ —z1)] < M — h_2

4 4’
ol on a noté le pas h = (b — a)/n. De plus, pour tout ¢ > 1,
(@ — 2)| < ih.
Donc,
n
h? A tip)
ma z—z;)| < —(2h) X (3h) X --- X (Rh) = ——
max [ o = a0l < 7 @) x ) o ) = 25
O
¢

REMARQUE 3.29. Attention, 'erreur F, (f) ne tend pas nécessairement vers zéro quand n tend vers U'infini.

ExEMPLE 3.30. Soit f définie par

1

(3.56)

Si on interpole avec des points équirépartis sur un intervalle [—a, a], 'erreur peut tendre en théorie vers zéro
ou pas quand n tend vers U'infini, selon la valeur de a. Si 2a < e, il y a convergence vers zéro, en particulier
pour a = 1/4e, comme l'indique la figure Si 2a > e, on peut montrer que l'erreur tend vers 'infini, en
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0.95

0.9

0.85

0.8

0.7

0.65 I I I I I I I
-0.

25

FIGURE 3.9. Interpolation de la fonction de Runge. Dans le cas de la ﬁgure la convergence
a lieu quand n tend vers l'infini. Au contraire, les polyndémes d’interpolation présentent des
oscillations qui augmentent avec le degré du polynéme pour la figure

particulier pour a = 5, comme l'indique la figure [3.9] ot 'interpolant présente des oscillations. Voir I@, p-
10].

REMARQUE 3.31. Attention aussi au mauvais comportement numérique des évaluations polynémiales ; voir
le corrigé de I'exercice de TD

Afin de palier le probléme de I’absence de convergence ou les instabilités numériques quand le degré grandit,
une méthode alternative est proposée : I'interpolation par intervalles ou par morceaux (dite aussi interpolation
composée ou composite, voir section B.4).

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Systémes Industriels et Robotique 3A Cours de MPISIR Jérome Bastien



3.3. UN EXERCICE TYPE A SAVOIR TRAITER PARFAITEMENT (INTERPOLATION DE LAGRANGE) 50

3.3. Un exercice type a savoir traiter parfaitement (Interpolation de Lagrange)
Enoncé
On connait les valeurs d’une fonction g aux points g = —1, z1 =3 et o =5 :
g(zo) =0, g(z1) =1, g(z2) =4

(1) Construire le polynéme de degré au plus 2 (noté Ilog), interpolant la fonction g aux nceuds zg, 1 et
xXrg.

(2) Pour a = 1, donner une valeur approchée de g(«).
Corrigé

(1) Tl est naturellement préférable d’utiliser la forme de Newton pour le calcul de I'interpolation, néanmoins,
le calcul utilisant la forme de Lagrange est aussi présenté.

(a) Chacun des polynomes de Lagrange [; (de degré 2) est donné par la formule :

Vi€ {0,..,n}, li(z)= ﬁ R~ (3.57)

SCifiL'j

On a donc successivement

(x—=3)(x—5)
(@) = (—1-3)(-1-5)
_(z41)(z—5)
L@ =G e =)
() = (z+1) (z—3)
2 (5+1)(5-3)"
soit encore apreés calculs :
lo(x) =1/242% —1/3x+5/8, (3.58a)
Liz)=—1/82*+1/2x +5/8, (3.58b)
lo(x) =1/122% —1/62 — 1/4. (3.58¢)

Ensuite, le polyndme interpolateur de degré 2, II5(g), est donné par la formule :

Ma(g)(x) = > glai)li(x). (3.59)
i=0
Ici, on a donc :

a(g)(z) = g(wo)lo(z) + g(x1)l1(z) + g(@2)l2(2).

Apres calculs, il vient :

s (g)(z) = % x? —1/6x—3/8. (3.60)

Pour calculer le polynéme sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences
divisées g[z;,...,xi+k] données dans le tableau Ensuite, on n’utilise plus que les différences
divisées qui sont encadrées et le polynéme interpolateur est donné par la formule :

2 (g)(z) = Zg[mo, o &) (x = x0)e (T — 24-1). (3.61)
=0
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.Tl\k/’ 0 1 2
o= —1 @
1/4
)
X1 =3 1 ﬂ
3/2
xTo =5 4

TABLE 3.6. Différences divisées de g.

Ici, on a donc :

I2(g)(x) = glzo] + glzo, 21](z — o) + glzo, 21, 22] (2 — T0)(z — 21).
On a successivement
r—x9g=z+1,
(x —zo)(x —21) = 2% — 22 — 3.
Apreés calculs, on retrouve donc bien le polyndéme déterminé par la méthode de Lagrange (voir

équation (3:60)).
(2) Pour o = 1, on obtient alors :
2 (g)(«) = —1/3 &~ —0.333333,
ce qui constitue une valeur approchée de g(«).

Voir [DB22, la section 2] page [34].4

3.4. Interpolation par intervalles ou par morceaux (dite aussi interpolation composée ou com-
posite)

Pour éviter d’avoir un degré trop élevé et néanmoins permettre une approximation correcte d’une fonction,
on découpe l'intervalle en un grand nombre de sous-intervalle et on interpole sur chacun d’eux avec un degré
fixé. La précision de l'interpolation proviendra du grand nombre de sous intervalles.

THEOREME 3.32 (Erreur d’interpolation composite). Soient xg = A < x1 < --- < xy = B des points qui

divisent I = [A, B]. On note I; = [zj_1, ;] les sous-intervalles de longueur h; et h = max, hj. Sur chaque
<i<

sous-intervalle I;, on interpole f|1j par un polynome de degréE n avec des points équirépartis. Le polynome par
morceauz est noté I f(x). Si f € C"TY([A, B]), alors, on a

1
gh _ I < ’ (n+1) ’ nt1 '
n(f) mE[i,XB] £ (@) nf (@)l < 4(n 4+ 1)nntl ze[%,XB] / (@)] (362)

Si de plus, les points sont équirépartis, on a

B (f) = max |f(z) - T f(a)| < B ]f<"+1>(z)] L (3.63)
" z€[A,B] " ~ 4(n+ 1)n"t! ze[a,B) Nntl
DEMONSTRATION. On applique le théoréme a chaque intervalle. O

4. Attention, N le nombre de sous-intervalles ou morceaux n’a aucun lien avec n le degré des polynomes !
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¢
REMARQUE 3.33. A n fixé, c’est le fait que h tende vers 0 qui assure que l’erreur E,};”(f) tend vers 0.
EXEMPLE 3.34. On considére A et B définis par

A=0, B=1. (3.64)

et la fonction f définie par

Vo € [A,B], f(z)=sin(232)+1+52% (3.65)
On détermine par la méthode d’interpolation composite, les interpolations de f de degré 1 et 2, par morceaux,
en considérant différentes valeurs de N, nombre de sous-intervalle décrivant I’ensemble

J ={1,3,5,10,20,50}. (3.66)

Voir les figures B.I0 et B.I1l Nous reviendrons sur cette méthode lors du chapitre @ (voir exemple [£.I7 page 68)),
ou pour calculer I'intégrale approchée de f, nous remplacerons la fonction f par I'interpolation composite ainsi

définie.
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(e) N =20.

FI1GURE 3.10. Différentes illustrations de I'interpolation composite, avec un degré égal a 1 et
différentes valeurs de V.
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FIGURE 3.11. Différentes illustrations de I'interpolation composite, avec un degré égal a 2 et
différentes valeurs de V.
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Voir [DB22, la section 2.6 page [39].#
Voir [DB22, la section 2.7 page E0].#

3.5. Approximation au sens des moindres carrés

Une autre fagon d’avoir a utiliser un grand degré de polyndéme, notamment quand les données sont trés
nombreuses consiste a écrire I’égalité (B.5]) non pas au sens exact, mais au sens des moindres carrés, c’est-a-dire
que 'on cherche un polynéme p passant le plus prés possible d’un nuage de points donnés; on minimise la
somme des carrés des écarts entre la valeur du polyndéme en z; et la valeurs y;, c’est-a-dire

S= Z (p(z;) — yi>2'
i=0

Ce polynéme est unique. Il coincide avec le polynéme d’interpolation si le degré du polyndme recherché est au
plus égal au nombre de points moins un.

On pourra consulter par exemple [LT93, Chapitre 6], [Cia82, Sections 3.7 p. 69 et 7.4 p. 157| |Bas22,
section 4.3. "Etude d’un exemple concret"| disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/
coursMFI.pdf ou 'annexe [Dl Attention, dans cette annexe, il convient de remplacer dans (D.5) et (D), b;

P n J o
par y; et Zj:l Q;jTj par Zj:o Q;T;, ou
n
p(x) = g o,z
Jj=0

Prendre garde aussi au fait que dans cette annexe, les points ici notés zg, ..., T, et les valeurs notées yo, ..., Yn
sont respectivement notés x1, ..., T, et y1, ..., yn. Dans cette annexe, sont montrés ’existence et I'unicité du
polynoéme p, défini au sens des moindres carrés. Voir le lemme [D.1] et la proposition [D.3l

REMARQUE 3.35. L’hypothése de la proposition [D.3] (Ia matrice A est de rang p) est vérifiée dés que, parmi les valeurs des
z;, il y a au moins p valeurs distinctes. En effet, dans ce cas, on raisonne comme dans la remarque [D.2]: on peut extraire de A,
une sous-matrice de type

2 p

1z oz z;
. 2 p

1 =, T T

ot les indices iq, pour ¢ € {1,...,p} sont deux & deux distincts, les x;, sont deux & deux distincts et I'on sait que cette matrice est
inversible (voir par exemple la section B.2:2.7)).

¢

EXEMPLE 3.36.

On considére un nuageﬁ de 200 points. Dans ce cas, le lemme [D.1]s’applique. Pour quelques valeurs de NV
décrivant ensemble {1, 3,5,7,10,20,40}, on construit et trace le polyndéme de degré N interpolant les (x;, y;)
au sens des moindres carrés.

Voir figure

On prendra garde au fait, que pour la derniére valeur de N choisie, le polynéme prend de "grandes valeurs"
au voisinage de z = 1, comme le montre la figure

EXEMPLE 3.37. Voir de nouveau 'exemple de la section B.11

5. Il est défini en fait & partir de la fonction f de I'exemple [334]: on considére 200 points (2;); <, <00 @léatoires dans [0, 1].

Pour tout ¢, on pose y; = F(x;) + €; ou les &; sont des nombres aléatoires dans [—R, R] avec R = 0.50.
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N=1

N=3
N=5
N=7
N=10
N=20
N=40
données

_1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il J

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 3.12. Interpolation au sens des moindres carrés.
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N=1

N=3
N=5

w N=7
N=10
N=20

Cly N=40

\ +  données

5 L T -

4k

3l

oL

1k

ok

)

-1 I I I I I I I I I
0.99 0.991 0.992 0.993 0.994 0.995 0.996 0.997 0.998 0.999 1

FIGURE 3.13. Interpolation au sens des moindres carrés, au voisinage de x = 1.
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Chapitre 4

Intégration numérique

Ce chapitre est issu (et adapté) de |[DB22, chapitre B].
Voir [DB22, la section Bl page [46].#
Voir [DB22, la section page [7].&

4.1. Méthodes élémentaires et composites (composées)
4.1.1. Deéfinition et propriétés des méthodes élémentaires

Cette section correspond a [BMO03, Section 3.2.1].

4.1.1.1.  Notations.

Soit f une fonction réguliére sur le fermé borné [a,b] de R; f sera au moins de classe C! et au plus de
classe C*.

Pour n dans N, considérons le support {zo, ...,z } formé de points quelconques et deux & deux distincts
de [a, b]. Soit II,, le polynéme d’interpolation de f associé. D’aprés la proposition [B.25] si f est de classe C"*1
sur [a, b], alors

b b b
/ f(z)dz = / I, (x)dx +/ E, (z)dz, (4.1)
ou E,, est donnée par I'expression [B.5]) figurant dans la preuve, soit
En(z) = f(x) — () = f [0, -, Tn, 2] wnta (@), (4.2)

oll wy41 est défini par (3.50).
Nous notons
e [, la valeur approchée de I définie par

I, = /b 1L, (z)dx ; (4.3)

e &, lerreur d’intégration qui est I'intégration de 'erreur d’interpolation fournie par :

b
En = / flzo, - Tn, ] wpt1 (z)dz, (4.4)
a
Ainsi, nous avons
b
/ flx)de =1, 4+ &,. (4.5)
a
REMARQUE 4.1. L’application = — f [z0, ..., Zn, z| est définie pour tout x, méme égal & I'un des x;, comme déja écrit dans

la preuve de la proposition 326l Voir |[BM03, exercice 2.8 et TP 2.F|. De plus, cette application est dérivable un certain nombre
de fois, si f l'est aussi.

¢

Voir [DB22, la remarque page B1].&

Les méthodes élémentaires d’intégration vont simplement s’interpréter comme des cas particuliers selon le
choix du degré n du polynéme d’interpolation.

58
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4.1.1.2.  Interpolation par une fonction 11,, de degré n = 0.

PROPOSITION 4.2. Dans le cas de degré n = 0, le support d’interpolation est réduit o {xo}. Si f est de
classe Ct sur [a,b], la valeur approchée est :

Iy = (b—a)f(zo),

et Uerreur d’intégration est

b
&o :/ flzo,x] (x — xo) d.

DEMONSTRATION.
(1) Ici Ip = f: IIo(z)dz avec Ilp(x) défini par IIg(z) = f [zo] = f(zo) d’ou le résultat.

(2) Le caractére C! de f garantit la continuité de I’application : x ~ f [zo,z] et donc Iexistence de

b
&o :/ I [zo, z] w1 (z)dz,

avec w1 (z) égal a
wi(x) = (z — x0) .

erreur d’intégration erreur d’intégration

a=xg b =z a To b «x
(a) (b)

FIGURE 4.1. Les fonctions f et Ily et l'erreur d’intégration pour la méthode du rectangle, a
gauche, (a) (si g = a) et la méthode du point milieu (b).
En choisissant 29 comme extrémité de Uintervalle [a, ], il vient (voir figure A.Th)

COROLLAIRE 4.3 (Méthode du rectangle). Si f est de classe C sur [a,b], alors, pour xo = a, la valeur
approchée vaut

IR = (b= a)f(a), (4.6)
Uerreur d’intégration vaut
b— 2
ER = (Ta)f/(n) avec 1 € la, b, (4.7)
et, pour xo = b,
I = (b—a)f(b), (4.8)
Uerreur d’intégration vaut
b— 2
Eft = (Ta)f’(n) avec 1 € la, bl. (4.9)
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DEMONSTRATION. Les deux cas sont similaires; on traite le cas zo = a.
Présentons deux preuves :

(1) L’expression de la valeur approchée I R provient immédiatement de la proposition

De méme ’erreur d’intégration s’écrit ici

b
ER:/ fla,z] (z — a) dz.

On remarque que (z — a) garde un signe constant sur [a, b] ; ainsi, d’aprés |[BMO03, le corollaire 3.4 (cas 1 : (3.18))] avec
n=0et r=f sur [a,b])
eR _ f'(n)

-Lu /abwl(x)dz:f/(n) / (o — a)da,

avec 1) € |a, b[ et donc
b— 2
) (110)

(2) Plus simplement, dans le particulier étudié ici, on peut écrire

el =

b b
e = [ 1@) ~To(@)da = [ f@) - fla)de,
a a
et d’aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout z € [a, b], il existe ¢z €]a, z| tel que

f(@) = f(a) + f'(ca)(z — a),

et donc, d’aprés ce qui précéde :
b
e = [ 1) - ayis,
a

et d’aprés le théoréme de la moyenne, puisque f’(cz) est continu par rapport a x et  — a est de signe constant sur [a, b]
(voir [BMO03, Théoréme A.8 p.327 |), il existe n € ]a, b[ tel que

b
en =) [ @ aye,

et on conclue comme dans (@I0).

¢
En choisissant pour z¢ le milieu de l'intervalle [a, b], il vient (voir figure [£Ib) :

COROLLAIRE 4.4 (Méthode du point milieu). Si f est de classe C? sur [a,b], alors la valeur approchée
vaut

™= (h—a)f <“;b), (4.11)

et Uerreur d’intégration vaut

M __ (b_ a)g "
EV = Tf (n) avec n €la,bl. (4.12)

DEMonsTRATION. On applique encore la proposition d’ont I'expression de IM et

b
EM:/ fm,z] (x — m) dz avec m = a—l—b.
a

2
Ici, (x — m) change de signe sur [a, b]. On peut montrer (voir [BMO03|) que

b b
EM = / flzo,z1,2] (x —z0) (z —z1) dz = / fm,m, z] (x — m)%dz.
On a alors, puisque, f est de classe C? sur [a, b],
(2) b " b
eM — f (2)('77) wo(z)dz = fT(U)/ (x —m)?dz, avec € € ]a, b].

On conclut en calculant explicitement ’intégrale. O

¢
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4.1.1.8.  Interpolation par une fonction 11,, de degré n = 1.

PROPOSITION 4.5. Dans le cas de degré n = 1, le support d’interpolation est égal & {xo,x1}. Si f est de
classe C? sur [a,b], la valeur approchée est :

b
I = / (flo] + Flao, 21)(z — o) da,

et Uerreur d’intégration est

b
51:/ flzo, x1, 2] (x — xo) (x — 21) dax.

DEMONSTRATION. On a I; = f: 111 (z)dx ou II; désigne le polynéme d’interpolation de f sur {zo,z1}; d’ou le résultat.
Le caractére C2 de f garantit I’existence dans tous les cas de f [xo,z1, 2] puis écriture proposée de &1, puisque wa(x) =
(z — x0) (& — x1). O

¢
f f
4 erreur d’intégration / - Y erreur d’intégration
H1 H2
a = xp b=x1 =« a=xp fli%(aer) b=22 =x
(a (b)

FIGURE 4.2. Les fonctions f et II,, et Perreur d’intégration pour la méthode du trapéze (a)
(avec n = 1) et la méthode de Simpson (b) (avec n = 2).

En choisissant 29 = a et #; = b, il vient (voir figure d.2h)

COROLLAIRE 4.6 (Méthode du trapéze). Si f est de classe C? sur [a,b], alors la valeur approchée vaut

IT(b®<i@;;ﬂQ), (4.13)

et Uerreur d’intégration vaut

(b—a)’

ET = —
12

f"(n) avecn €la,bl. (4.14)

DEMONSTRATION. En termes de valeur approchée, I7 = f: IT; (z)dz ou II; désigne le polynéme d’interpolation de f sur
{a,b}. Ainsi

b b b) — b—a)?
IT:/fmumﬁ/f@m@7@m=@f@ﬂ@+ﬂz ﬂ@(2@7 (4.15)
a a —a
d’ou le résultat annoncé qu’on aurait pu déduire d’une interprétation géométrique, via ’aire d’un trapeéze.
Pour l'erreur d’intégration,
b
51:/ fla,b,2] (z — a) (x — b) da,
a
on peut montrer (voir [BMO03]|) que
_ St
= (z —a)(z —b)dz, avec n € ]a,b[.
@ Ja
On conclut en calculant 'intégrale. O
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&
4.1.1.4. Interpolation par une fonction Il,, de degré n = 2.

PROPOSITION 4.7. Dans le cas de degré n = 2, le support d’interpolation est égal & o {xo,x1,22}. Si f est
de classe C? sur [a,b], la valeur approchée est :

b
12=/ (f [20) + f [0, 21 (& — 0) + f [0, 21, 2] (& — 20) (& — 1)) di,

et Uerreur d’intégration est

b
& = / flzo, z1, 22, 2] (x — mg) (x — x1) (x — x2) da.

DEMONSTRATION. Similaire & celle de la proposition O

&
En choisissant g = a, 1 = “TH’ et xg = b. (voir figure d2b), il vient

COROLLAIRE 4.8 (Méthode de Simpson). Si f est de classe C* sur [a,b], alors la valeur approchée vaut

(b—a)

1% =
6

(4.16)

(f(a) +4f (m) + f(b)) owm =

et Uerreur d’intégration vaut

5
— e D (). (4.17)

DEMONSTRATION.

(1) Etude de la valeur approchée
Notons m = (a + b)/2. On désigne par IS 'intégrale f: [z (z)dz o Il interpole f sur {a,m,b}. On remarquera que IS

o) (B52). som (052 e s (C52).

(2) Etude de Uerreur d’intégration
On a

est le barycentre de

b
Eo :/ fla,m,b,z] (x — a) (x — m) (x — b) dz.

On peut montrer (voir [BMO03]) que

_ [t
£ = (4)!/(1(:vfa)(:v7m)2(sz)dz.

On conclut en calculant explicitement l’intégrale.

¢
REMARQUE 4.9. Notons d’aprés les formules (@7), (@9), (£12), @I4) et (@IT) que

e la formule du rectangle est exacte pour des polynoémes de degré 0,

e la formule du milieu est exacte pour des polynémes de degré 1;

e la formule du trapéze est exacte pour des polynoémes de degré 1;

e la formule de Simpson est exacte pour des polyndémes de degré 3.
Notons dans le tableau suivant le degré des formules simples d’intégration, c’est-a-dire le degré du plus grand
polynéme intégré exactement par la formule et le nombre de points du support :
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méthode | degré | nombre de points

rectangle | 0 1
milieu 1 1
trapéze 1 2
Simpson | 3 3

Voir [DB22, la remarque 316 page B5]. &

Les formules d’intégration élémentaires et les erreurs correspondantes sont résumées dans les tableaux [4.1]
et

méthode | formule

rectangle (gauche) | (b —a)f(a)

rectangle (droite) | (b—a)f(b)

milieu (b—a)f((a+b)/2)

trapéze 3(b—a)(f(a) + [ (b))

Simpson %(bfa)(f(a)+4f((a+b)/2)+f(b))

TABLE 4.1. Méthodes élémentaires sur [a, b].

méthode | erreur |

rectangle @f’(n)

24

milieu (b—a)’ ()

trapéze o) 12) ()
. b—a)®

Simpson | — (2880) f®(n)

TABLE 4.2. Erreurs des méthodes élémentaires sur [a,b]. Dans ce tableau, n appartient a ]a, b|.

4.1.2. Définition et propriétés des méthodes composites (composées) a pas constant.

Cette section correspond a [BMO03, Section 3.2.2].

4.1.2.1. Problématique et principe.

Soit f une fonction réguliére sur [A, BJ.

Nous souhaitons fournir une valeur approchée de ff f(z)dz ainsi que I'expression de l’erreur d’intégration
commise.

Soient N un entier naturel non nul et 7 un entier naturel.

Découpons [A, B] en sous-intervalles & pas constant i (h € RY ), notés [z;, x;41]. Ainsi

, B-A
IL'():A, IL'N:B, VZG{O,...,N*l} $i+1*zi:h d’ou h:T (418)

Par suite pour tout i de {0, ..., N}

@ = A+ ih. (4.19)
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Sur chaque sous-intervalle [z;,z;11] (pour 0 < 4 < N — 1) considérons la fonction p;,, qui interpole f
en des points {z; 0, ..., Tin } & préciser. Effectuons une intégration approchée sur chaque intervalle élémentaire
[€i, Tiy1] pour 0 < i< N —1:

/ " fa)da / f(@)dz,

Tit1 N-1 Tit1 n
(/ piyn(z)dz> + Z / F a0, s i, ] H (x —x ;) | do
T i=0 z §=0

2

I
N\g

2

-1

7 i

Il
=)

Nous en déduisons

(1) la valeur approchée Iy de ff f(x)dz. Elle est la somme de N valeurs approchées élémentaires

N-1

S ([ o).

i=0
(2) De méme, l'erreur d’intégration globale Ex est la somme de N valeurs d’erreurs élémentaires E; n
commises sur chacun des intervalles [z;, z;11] :

N-1
En= &n=
=0

Nous fournissons ci-dessous les résultats relatifs aux quatre formules simples classiques étudiées précédem-
ment ; seule la premiére preuve est détaillée car les autres en sont trés proches.
4.1.2.2.  Intégration par la méthode des rectangles.

N-1

Z /mi+1f[xi70,...,xi,n,x] H(x—:z:i,j) dx

i=0 Ti Jj=0

PROPOSITION 4.10. Soit f de classe C' sur [A, B]. Avec les notations [{I8) et [EI9), l'intégrale approchée
de f sur [A, B] par la méthode composée des rectangles et Uerreur d’intégration sont données par :

N—-1

If=hY flx), (4.20)
1=0

R = h@f’ (n) avecn € [A, B]. (4.21)

REMARQUE 4.11. Dans I’écriture de la valeur approchée, nous avons choisi pour chaque intervalle [z;, ;1]
d’interpoler sur le support {z;}, c’est-a-dire une formule des rectangles a gauche . Il était possible de prendre
une formule des rectangles & droite ; ceci et fourni une formule légérement différente

IN=h)_ f@), (4.22)

et la méme expression de l'erreur.

DEMONSTRATION.

1) La valeur approchée IZ a évidemment la forme indiquée vu I’étude menée dans le cas d’intervalles élémentaires et
N
puisque pour tout ¢ on a z;41 — x; = h.

(2) D’apreés le corollaire appliqué a la fonction f sur chacun des intervalles [z;, z;+1], il vient :

N-1 (@is1 — 25)? N-1,
k3 1 .
5]@ = E — ) = 5 o f'(mi) avec m; € |x;, zi4+1[ pour tout 7;
i=0 i=0

Mais comme f est de classe C! sur [A, B], f' atteint son minimum m et son maximum M sur [A, B]; par conséquent,
on a pour tout z de [A, B]

h? h2 K2
m < f'(x) <M donc Emg Ef/(x) < 7M§
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ainsi on peut écrire les N inégalités suivantes

h
—m < - f'(no) < M,

qui, ajoutées membre & membre, conduisent &
SR
m< —N_ <M
~— Nh2/2 —
Ainsi, le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction f’, continue sur [A, B], implique qu’il existe n dans
[A, B] tel que
R
N
Nh2/2

=f"(),

c’est-a-dire
h? B-A
ef =Ny =nlZ Ay ).
¢

REMARQUE 4.12. Les preuves conduisant a l’expression des erreurs d’intégration relatives aux autres
méthodes étudiées sont similaires et reposent sur le [BM03, Lemme 3.25].

4.1.2.8.  Intégration par la méthode des milieux.

PROPOSITION 4.13. Soit f de classe C? sur [A, B]. Avec les notations [{I8) et [@EI9), l'intégrale approchée
de f sur [A, B] par la méthode composée du point milieu et Uerreur d’intégration sont données par :

N—-1
N=hn)f (z + g) : (4.23)

=0
B-A
EM = hQ%f” (), avecn € [A, B]. (4.24)
DEMONSTRATION. Analogue a celle développée en méthode des rectangles. O

&
4.1.2.4. Intégration par la méthode des trapézes.

PROPOSITION 4.14. Soit f de classe C? sur [A, B]. Avec les notations ([dI8) et [EI9), l'intégrale approchée
de f sur [A, B] par la méthode composée des trapézes et lerreur d’intégration sont données par :

N-1
15 = 2(FA) + F(B) +h Y S (wa), (4.25)
EL = w?@ f"(n) avecn € [A, B]. (4.26)

DEMONSTRATION. De méme type que les précédentes. On notera seulement que dans ’expression de 117\; les points extrémes
A et B interviennent une seule fois au lieu de deux pour les autres z; (une comme extrémité finale d’intervalle élémentaire, une
comme extrémité initiale). O

¢
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4.1.2.5.  Intégration par la méthode de Simpson.

PROPOSITION 4.15. Soit f de classe C* sur [A, B]. Avec les notations ([dI8) et [EI9), l'intégrale approchée
de f sur [A, B] par la méthode composée des rectangles et lerreur d’intégration sont données par :

N—-1 N—-1
]f,%(f(A)+f(B)+2Zf(z¢)+42f<zi+g)>, (4.27)
=1 1=0

£y = B4 )f(4 ) () avec n € [A, B]. (4.28)

2880
DEMONSTRATION. Analogue encore aux précédentes. On remarquera seulement que dans expression de [ ]‘5\; les points ex-
trémes A et B interviennent une seule fois, les autres points z; deux fois encore et les milieux de chaque intervalle [z;, z;+1] quatre
fois en raison de ’étude sur les intervalles élémentaires.
Le lecteur aura remarqué que pour appliquer la méthode de Simpson, f doit étre connue en 2N + 1 points, espacés d’un pas
h/2 :les N 4+ 1 points x; d’une part et les N milieux des intervalles [z;,x;+1] d’autre part.
O

¢
Les formules d’intégration composites et les erreurs correspondantes sont résumées dans les tableaux 3]

et 4

méthode | formule

rectangle (gauche) | h Z f(z:)

(R

rectangle (droite) | h )y f(x;)
&
milieu h flxi +h/2)
3 = N-1
trapéze 3 (f(A)+ )+h Zl [ (x
3 N1
Simpson E(f(A) +2;f x; +4Zf<zz >>

TABLE 4.3. Méthodes composites (composées) sur [A, B]. Dans ce tableau, N € N* h =
(B — A)/N et, pour tout i € {0,..., N}, z; = a + ih.

REMARQUE 4.16. Comme le montre ’exemple I'intégration composite n’est rien d’autre que
I'intégration de l'interpolation composite (voir section [3.4 page 51)).

Voir [DB22, la section page BJ].#
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méthode | erreur
rectangle hBT*A ()
milieu h2E-4 A' "(n)
trapeze | —h2E=A " (n)

: A
Simpson | —h*Z=2 fW(p)

67

TABLE 4.4. Erreurs des méthodes composites (composées) sur [A, B]. Dans ce tableau, n
appartient a [A, B].
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4.1.3. Exemples de simulations numériques sur des Méthodes composites (composées)

EXEMPLE 4.17. On considére A, B et f définis dans 'exemple B34 par (B.64) et (B:65). Une primitive de
f est donnée par

/f(x)dx = —1/23 cos (23 x) + = +5/3 2°. (4.29)

On en déduit la valeur exacte de

1
187
I = / f(z)dx = 9 1/23 cos (23) = 2.733311580594.
0

Reprenons 'exemple 3-34 page 52] Nous calculons quelques approximations de I'intégrale ([B.66) selon les quatre
méthodes composées vues dans ce chapitre pour différentes valeurs de IV, nombre de sous-intervalle décrivant
Pensemble défini par [B.60). Voir les figures [£.3 page suivante] a [£.6 page 721 Rappelons & ce propos que U'inté-
gration composite revient & intégrer I'interpolation composite. Les figures sont identiques aux figures [4.4]
et les figures B.11] sont identiques aux figures

(4.30)

| N | rectangles (gauche) | trapézes milieux | Simpson
1 |1 3,076 889 797 9 | 1,374 547 825 3 | 1,941 995 149 5
3 12,375404 573 4 3,067 701 172 7 | 2,219 867 631 8 | 2,502 478 812 1
5 | 2,147 665 791 6 2,563 043 751 2 | 2,855 554 821 8 | 2,758 051 131 6
10 | 2,501 610 306 7 2,709 299 286 5 | 2,746 466 563 1 | 2,734 077 470 9
20 | 2,624 038 434 9 2,727 882924 8 | 2,736 089 093 4 | 2,733 353 703 9
50 | 2,690 927 780 6 2,732 465 576 5 | 2,733 736 146 6 | 2,733 312 623 3

TABLE 4.5. Différentes valeurs approchées de l'intégrale I donnée par (E30), fournies par

différentes méthodes composites et différentes valeurs de NV

Dans le tableau [4.5] sont données les différentes valeurs obtenues en fonctions de N et des méthodes.

| N | rectangles (gauche) | trapézes milieux Simpson
1 |1,73330 3,435 77 x 1071 | 1,358 76 7,913 16 x 107!
3 |3,57907 x 107! 3,343 90 x 1071 | 5,134 43 x 107! | 2,308 33 x 10!
5 | 5,856 46 x 107! 1,702 68 x 107! | 1,222 42 x 107! | 2,473 95 x 1072
10| 2,317 00 x 107! 2,401 23 x 1072 | 1,315 49 x 1072 | 7,658 90 x 10—+
20 | 1,092 72 x 10~1 5,428 65 x 1073 | 2,777 50 x 1073 | 4,212 32 x 1075
50 | 4,238 38 x 1072 8,460 03 x 1074 | 4,245 66 x 10~* | 1,042 66 x 106

TABLE 4.6. Différentes erreurs correspondant aux différentes approximations de 'intégrale I
donnée par (£30), fournies par différentes méthodes composites et différentes valeurs de N

Dans le tableau [£.6] sont données les différentes erreurs correspondantes.

Nous constatons que les erreurs diminuent avec N et que la méthode des rectangles est moins précise
que celles des trapézes et des milieux, du méme ordre de précision, elles-mémes moins précises que celles de
Simpson, comme le prévoient les résultats de la section
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0.4 05 06

(é) N =20. (f) N = 50.

0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 4.3. Différentes illustrations de I'approximation de Uintégrale I donnée par (30),
fournie par la méthode des rectangles (a gauche) avec N sous-intervalles.

69
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0.4 05 06

(é) N =20. (f) N = 50.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 4.4. Différentes illustrations de I'approximation de Uintégrale I donnée par ([30),
fournie par la méthode des trapézes avec IN sous-intervalles. Figures & comparer avec les

figures [3.10 page 53!
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0.4 05 06 0.7

(é) N =20. (f) N = 50.

0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 4.5. Différentes illustrations de I'approximation de Uintégrale I donnée par (30),
fournie par la méthode des milieux avec N sous-intervalles.
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0.2 03 0.4 05 06 0.7

(é) N =20. (f) N = 50.

0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 4.6. Différentes illustrations de I'approximation de Uintégrale I donnée par (30),
fournie par la méthode de Simpson avec N sous-intervalles. Figures a comparer avec les fi-

gures [3.1T page 54]!
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EXEMPLE 4.18.

Différents calculs de la primitive
3 T T

exacte
25k | quadv
’ quadl
ol | rectangles
trapézes
15} | mileux
' Simpson
1 L .
0.5 k
ol— . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Différents logarithmes d’erreurs
-6
quadv
-8t g quadl
rectangles
-10} 1 trapézes
_1ol | m_||eux
Simpson
_14 L .
_16 - .
_18 - o

o . . . . .

FIGURE 4.7. Différents calculs de la primitive de la fonction de I'exemple [£T71

Reprenons I'exemple [.T7 page 68 Tracons maintenant la primitive de f sur [A, B] en prenant 4000 points
de calcul noté u; et sur chacun des intervalles [u;, u;41], 1000 sous-intervalles. On utilise les fonctions quadl et
quadv de matlab, puis par les méthodes des rectangles, des trapézes, des milieux et de Simpson. Voir la figure
A7 On y constate que la primitive calculée est visuellement identique pour les six méthodes. Comme prévu,
la méthode la moins précise est celle des rectangles, puis celles des milieux et des trapézes, du méme ordre et
enfin, les plus précises celles de Simpson et celles utilisant les fonctions quadv de quadl de matlab.

| quadv | quadl | rectangles | trapézes | milieux | Simpson |
| 0.07982 [ 0.41554 [ 0.17777 [ 0.22372 | 0.16589 | 0.37050 |

TABLE 4.7. Temps de calcul des différentes méthodes de calcul de la fonction définie dans

Vexemple

Les temps de calculs sont donnés dans le tableau .71

EXEMPLE 4.19. Reprenons I'exemple [f.T7 page 68 On trace le logarithme (décimal, en base 10) de l’erreur
entre les approximations par différentes méthodes (des rectangles, des trapézes, des milieux et de Simpson) en
fonction du logarithme du pas h = (B — A)/N ou N est le nombre de sous-intervalles. D’aprés les résultats du
tableau 4], pour chacune des ces quatre méthodes, on a

Bl = C |9 ()

h?,
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ou C dépend de A et de B. Si on admet que n varie peu en fonction de h et en écrivant abusivement, on a
log (|E|) ~ plog (h) + D,

ot D ne dépend pas de h. Ainsi, la pente du nuage de points constitué par (log(h), (log (|E|))) correspond a
la valeur de p.

Logarithme des erreurs en fonction du logarithme de h
10 T T T

Rectangles
Trapézes
Milieux
Simpson

10" 10 10 10

FIGURE 4.8. Le nuage de points (log (h), (log (|E|))) pour f données dans Iexemple 17

|| exposant théorique | pente expérimentale

Rectangles 1 1.0072318
Trapézes 2 2.0120085
Milieux 2 2.0207604
Simpson 4 3.9765418

TABLE 4.8. Pentes théoriques et calculées pour f donnée dans ’exemple 17|

On observe alors pour N variant (de fagon telle que les valeurs des log de N soit équirépartis) de 3 a
10000, en prenant 666 valeurs, la figure [£.8] et les pentes données par le tableau 4.8

EXEMPLE 4.20.
Si maintenant, sur le méme intervalle [A, B] que dans Pexemple 419, on considére la fonction f définie par

f@) = Va, (4.31)
on obtient alors la figure et les pentes données par le tableau

Cela s’explique que f n’est plus dérivable en zéro et que les résultats du tableau 4] ne sont donc plus
valables.
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Logarithme des erreurs en fonction du logarithme de h
10 T T T

Rectangles
Trapézes
o Milieux
10 'k H i H : iy Simpson
107} 4
10°F 4
10'4, v ///v X o
107° i
10°} E
107 b5
10_8 Il Il Il
10 10° 107 10" 10°

FIGURE 4.9. Le nuage de points (log (h), (log (|E|))) pour f données par ([@3T]).

|| exposant théorique | pente expérimentale |

Rectangles 1 1.0119003
Trapézes 2 1.4935411
Milieux 2 1.4887678
Simpson 4 1.4999982

TABLE 4.9. Pentes théoriques et calculées pour f donnée par (£31)

Voir [DB22, la section B.4] page [GS].#

4.2. Un exercice type a savoir traiter parfaitement
Enonceé
Soit f donnée par

Ve e[0,2], f(x)=sin(x), (4.32a)

et 'intégrale

2
I= / f(z)dz. (4.32b)
0
(1) (a) Déterminer I, 'approximation de I par la méthode élémentaire du trapéze.
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(b) Déterminer f’ et f”, puis donnez l'expression de lerreur commise avec la méthode élémentaire du
trapéze et fournissez-en une majoration.

(¢) (i) Calculer la valeur exacte de I.

(ii) En déduire I'erreur commise réelle, c’est-a-dire [I7 — I| et vérifier qu’elle est inférieure au ma-
jorant de l'erreur donné plus haut.

(2) (a) Déterminer IT, approximation de I par la méthode composite des trapézes avec N = 3 sous-
intervalles.

(b) Donnez l'expression de l'erreur commise avec la méthode composite des trapézes puis fournissez-en
une majoration.

(¢) Déterminer lerreur réelle erreur commise, c’est-a-dire ‘IgT -1 | et vérifier qu’elle est inférieure au
majorant de l'erreur donné plus haut.

(3) Déterminer le nombre N de sous-intervalles qu’il faudrait utiliser pour avoir une approximation de T
par la méthode composite des trapézes avec une erreur inférieure a

e=10""% (4.33)
Corrigé

(1) (a) En utilisant le tableau [4I] on détermine la valeur approchée avec la méthode élémentaire du tra-

péze :
I =sin (2) (4.34)

soit
IT = 0.90929742682568. (4.35)
(b) On obtient les dérivées successives de f :

f(x) = cos(x) ; (4.36a)
f'(x) = —sin(z). (4.36b)

On majore |sin(z)| par 1. On en déduit

My = max ‘f@)(z)
z€(0,2]

; (4.37)

le maximum de la valeur absolue de la dérivée 2-iéme de f sur 'intervalle d’étude, donné numéri-
quement par

My =1. (4.38)
On note
a=0, b=2. (4.39)
Le tableau fournit I’expression de ’erreur commise avec la méthode élémentaire du trapéze :
b— 3
g = Lo g, (1.40)

olt n appartient & ]a,b[. On vérifie que f est bien de classe C2. On majore la valeur absolue de
1"(n), par le maximum de la valeur absolue de la dérivée correspondant et la majoration de l’erreur
commise est donc donnée par

b—a)d
T < (17;)M2 (4.41)
Grace a [@39) et (Z3]), on déduit donc la majoration de lerreur commise suivante :
ET < 0.6666666667. (4.42)
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(¢) (i) On obtient
I=1-cos(2), (4.43a)

soit encore

1 =1.4161468365471. (4.43Db)

(ii) L’erreur réelle commise est égale a
|17 — I| = [1.4161468365471 — 0.9092974268257| = 0.5068494097215

qui est inférieure a celle donnée par ([E42).

(2) (a) En utilisant le tableau[£3] on détermine la valeur approchée avec la méthode composite des trapézes

avec N =3 :
IJ =1/3 sin (2) +2/3 sin (2/3) + 2/3 sin (4/3) (4.44)
soit
I7 = 1.36330427856393. (4.45)
(b) On note maintenant
A=0, B=2. (4.46)
Le tableau 4] fournit I’expression de I'erreur commise avec la méthode composite des trapézes :
B—-A
53T = _hQTf”(n)a (4.47)
ou 7 appartient a [A, B] et
B-A
h=—— 4.48
—=, (1.48)
soit @) - (0)
2)—(0
h—
3 )
et donc
h = 0.6666666666667. (4.49)
On peut donc écrire
B—-A
|&5] < WP =5 =M. (4.50)

En utilisant de nouveau ([£38)), on déduit donc la majoration de erreur commise suivante :

EF < 74074071072 (4.51)

(¢) L’erreur réelle commise est égale a
|17 — 1| = |1.4161468365471 — 1.3633042785639] = 5.284256 10>

qui est inférieure a celle donnée par ([Z5T]).
(3) Pour que
&3 | <e,
il suffit, d’aprés ([@50) que l'on ait :

B—-A
h2TM2 S g,

soit, d’aprés ([£4g)),

B-A\’B- A
<—N ) M2<€
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soit encore

3
(B 7A) j\42 S NQ,
12¢
et donc
N | Ma(B A)?
- 12¢

11 suffit donc de prendre

My(B — A)?
N = — 1 | (4.52)

ol pour tout réel X,
[X] est le plus petit entier supérieur ou égal a X.
Numériquement, on a donc en utilisant de nouveau (£.39),
N = 8165. (4.53)
REMARQUE 4.21. Avec cette valeur de N, on a
EL s = 1.416146829466465,

et Uerreur réelle
|Ed165 — I| = 7.0806769 1077,

quantité qui est inférieure & & donné par ’équation (£33) de I’énoncé.
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Transformations continues



Chapitre 5

Transformées de Laplace

Ce chapitre est issu (et adapté) de [Esc22, chapitre 1 : Transformée de Laplace]. On pourra aussi consulter
le |Gly11, Chapitre 5].

Rédaction partielle, un certain nombre de passage sont manuscrits et fournis sur internet, a l’adresse
habituelle.

5.1. Rappels sur les intégrales impropres

Voir par exemple |Bas22, section [24].

5.2. Définition et propriétés élémentaires
5.2.1. Définitions

DEFINITION 5.1. Une application f de R dans R est dite causale si elle est nulle sur R _. Cette hypothése
sera systématiqument faite dans tout ce chapitre pour toute fonction dont on détermine la transformatée de
Laplace.

DEFINITION 5.2 (Transformation de Laplace). Pour une application f de R dans R, on définit sa trans-
formation de Laplace, notée f, application de C dans C par

o~ +OO
Vp € C, f(p)Z/O f(t)e Ptdt. (5.1)

DEFINITION 5.3 (Transformation (bis) de Laplace). Pour une application f de R dans R, on définit sa
transformation de Laplace, notée f, fonctionl] de C dans C par

o~ +O<D
vpeC, f(p) = / f(t)e Pidt. (5.2)

— 00

On note aussi L(f) = f Ainsi £ est une application de 'ensemble des fonctions de R dans R dans I’ensemble
des fonctions de C dans C.

On peut remarquer que J?est aussi donnée par (B.1)).

DEFINITION 5.4 (Indice de sommabilité). Si f est une application, on appelle I'indice de sommabilité le
réel o définit par

—+oo
a = inf {p € R, / e P f(t)|dt converge.} . (5.3)
0

REMARQUE 5.5. Soit g une application d’un ensemble X non borné de R (typiquement égal & R | dans
ce chapitre) a valeurs dans K avec K = R ou K = C. On la suppse assez réguliére, par exemple continue par
morceaux. On sait déja que si g est "absolument intégrable" (c’est-a-dire [ + lg(t)|dt est convergente) alors g

1. On verra plus bas qu’elle n’est pas nécessairement définie sur C tout entier.
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est "intégrable" (c’est-a-dire [y g(t)dt est convergente). On a donc
S’il existe ¢ de X dans R tel que Vo € X, g(t) < ¢(t),
avec / ¢(t)dt est convergente, alors / g(t)dt est convergente.
X X

Cette condition nécessaire en théorie de I'intégration de Riemann est en fait une condition nécessaire et suffisante
dans la théorie de I'intégration de Lebesgue, hors programme. On a donc

(Il existe ¢ de X dans R tel que Vo € X, g(t) < ¢(t),
avec / @(t)dt est convergente) est équivalent a / g(t)dt est convergente. (5.4)
X X

Dans ce cours, nous remarquerons donc que pour toute fonction g une application d’un ensemble X & valeurs
dans K, alors lintégrale [, |g(t)|dt existe toujours dans R 4 U [oo} avec

< 400, sig est intégrable
[ lotola = e (5.5)
X = +00, sig n’est pas intégrable.

REMARQUE 5.6.

(1) 1l est important de vérifier que l’ensemble A défini par

+oo
A= {p e R, / e P f) converge.} ,
0

est soit vide, soit égal & R soit du type (a, +oo[ (c’est a dire Ja, +00[ ou [a, +00[).
(a) En effet, notons que si p appartient a A alors tout réel ¢ > p appartient a A. En effet, on a
et |g(t)| = e TP e g (1)
et, puisque ¢ —p >0
<e P g(t)]

et on conclue en utilisant (5.4).

(b) On a donc I'un des deux cas suivants :
o A est vide;
e A est non videvide ; dans ce cas, cette partie admet une borne inférieure a € R U {—o0}.
— Si a = —o0, alors d’aprés le point [Tal A est égal & R.
— Si a > —o0, alors d’aprés le point [[al A est égal & (a, +o0].

(2) Notons que 'on aussi
J est définie sur le demi plan ouvert Re(p) > a. (5.6)

et donc que

o~

'l existe p € C tel que f(p) est défini alors Re(p) > a. (5.7)
Cela provient du lemme suivant :

LEMME 5.7. Pour tout p € C, alors

+00 +oo
/O e Plg(t)dt existe ssz'/o e ReWlg(t)dt eiste. (5-8)
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DEMONSTRATION. Cela est immédiat en fonction de (Bh]) puisque lintégrabilité de la fonction
e Plg(t) et celle de la fonction e~ Re(P)tg(t) sont équivalentes puisqu’elles ont méme module. En effet,
si on pose, pour tout p € C, p = a + b, on a alors

e g(t)| = e[ 1g(®)],

e~ Jg(t)]

O

DEFINITION 5.8 (fonction d’ordre exponentiel). Si f est une application. Elle est dite d’ordre exponentiel
lorsque qu'il existe o € R et (M,T) € (R4)?, tels que

VE>T, |f(t)] < Me. (5.9)

EXEMPLE 5.9. Les applications ¢ — ", pour n réel ou t — €3t sont d’ordre exponentiel, tandis que — et’
ne lest pas (& vérifier en exercice).

PROPOSITION 5.10. Si f est une application d’ordre exponentiel (avec o défini par [9)), alors son indice
de sommabilité o vérifie

a<o. (5.10)

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer que pour tout 8 > o, e P!| f(t)| est intégrable, ce qui est immédiat
car on a (pour ¢ assez grand)
e PIf(t)] < Me Pet = Me~ (Pt
intégrable puisque 8 — o > 0. O
REMARQUE 5.11. Attention, il est souvent écrit, comme dans |Esc22, chapitre 1 : Transformée de Laplace]
que o = o, ce qui me semble faux a priori. En outre, on peut exhiber des applications qui ne sont pas d’ordre

exponentiel (donc pour laquelle o n’est méme pas défini) et qui néanmoins ont un indice de sommabilité. Voir

I’exercice de TD (.41

EXEMPLE 5.12. Pour chacune des fonctions f données, déterminons leur indice de sommabilité (sans passer
par la notion d’ordre exponentiel) ainsi que leur transformée de Laplace.

(1)

1, sit>0
Hit)=<" - 5.11
®) {0, sit<O. ( )

H est appelée fonction de Heaviside. On a
a=0, (5.12a)
~ 1
VpeC, Re(p)>0, H(p)= 5 (5.12b)
(2)

t, sit>0
fit)=<" = 5.13
®) 0, sit<O. ( )
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On a
a=0, (5.14a)
~ 1
Vpe C, Re(p) >0, f(p)= P (5.14b)
(3) Soit 3 € R.
Pt sit >0,
t) = - 5.15
9() {O, sit <O0. ( )
On a
a =5, (5.16a)
1

VpeC, Re(p)>p, g(p) (5.16b)

=B
Voir les calculs dans http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MPISIR/complementscannes/point03.
pdf.

EXEMPLE 5.13. Pour chacune des fonctions f données, déterminons leur indice de sommabilité (sans passer
par la notion d’ordre exponentiel) ainsi que leur transformée de Laplace. Soit w € R

(1)

VE >0, f(t) = cos(wt). (5.17)
Ona
a=0, (5.18a)
VpeC, Relp)>0, flp)= ﬁ. (5.18b)
Voir point [
(2)
VE>0, f(t) = sin(wt). (5.19)
Ona
a=0, (5.20a)

-~ w

Pour ce point-1a et le point [] il suffit de calculer pour tout p réel (tant que I’expression suivante a un
sens) : en considérant f définie par (511 et en notant A = p — iw

+o0 ) +o0 N
/ e Pletdt = / e Adt = f(A).
0 0

D’apres (5.12al), cette expression est valable dés que Re(A4) = p > 0 et elle vaut d’apres (5.12D)), 1/A.
Bref, dés que p > 0,

+oo 1
/ e Pleitdt =
0 p—iw’

_ ptiw

- p2 + w2’
et on conclue en prenant la partie réelle et la partie imaginaire de f0+oo e Ptetdt qui valent respecti-
vement fOJrOO e~ Pt cos(wt)dt et fOJrOO e~ Plsin(wt)dt.
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(3)
YVt >0, f(t) = cosh(wt). (5.21)
On a
a=0, (5.22a)
VpeC, Re(p)>0, flp)= = fWQ. (5.22b)

Calcul laissé a la sagacité du lecteur en procédant come dans les points [0l et
(4)
Vi >0, f(t)=sinh(wt). (5.23)
On a
a=0, (5.24a)

VpeC, Re(p)>0, f(p)= e
Calcul laissé a la sagacité du lecteur en procédant come dans les points [0l et

(5.24b)

5.2.2. Propriétés élémentaires

On a différentes propriétés qui permettent de calculer des transformées de Laplace, en se ramenant & des
transformées connues.

PROPOSITION 5.14 (linéarité). La tranformations de Laplace est linéaire (c’est-a-dire, pour tout a,b, g, f,
Llaf +bg) =aLl(f)+bL(g).

DEMONSTRATION. Elémentaire. O

PROPOSITION 5.15 (1" théoréme du déplacement). Soient 5 € R et f dont lindice de sommabilité vaut
a. Lindice de sommabilité de g : p+— g(t) = e Pt f(t) vaut a — B et on a

o~

VpeC, Re(p)>a—0, glp)=/,fp+5) (5.25)
DEMONSTRATION. Voir http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MPISIR/complementscannes/point10.
pdf. O

PROPOSITION 5.16 (27¢ théoréme du déplacement). Soient tg € R et f dont indice de sommabilité vaut
a. L’indice de sommabilité de g : p— g(t) = f(t —to)H(t —to) (ou H est définie par (BI1)) vaut o et on a

VpeC, Re(p)>a, §(p)=e ' f(p). (5.26)
DEMONSTRATION. Laissée au lecteur. O

PROPOSITION 5.17 (théoréme de la dilatation). Soient A € R et f dont lindice de sommabilité vaut c.
L’indice de sommabilité de g : p— g(t) = f(At) vaut Aa et on a

~ 1~
et Rep)>ia, §0)=1F () (5.27)
DEMONSTRATION. Laissée au lecteur. O

EXEMPLE 5.18. Voir les exercices de TD B.1] et

5.3. Tables de transformées de Laplace

Voir Pannexe
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5.4. Transformées de Laplace des dérivées et des primitives et applications
5.4.1. Transformées de Laplace des dérivées et des primitives

THEOREME 5.19 (Transformée d’une dérivée). Soit f une fonction continue sur R, sauf éventuellement en

t=0 ou tlin(} f(t) = f(01) existe. On suppose en outre en outre que f' est une fonction continue par morceaus
—0,
t>0

qui admet une transformée de Laplace, alors, en notant « et o/ les indices de sommabilité de f et f', on a

Vp e C, Re(p) >max(a, ), L(f)(p)=pL(f)(p) — F(O). (5.28)

DEMONSTRATION. Voirhttp://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MPISIR/complementscannes/point20.
pdf. (|

THEOREME 5.20 (Transformée d’une primitive). Soit g(t) = fot fw)du la primitive de fqui s’annule en 0,
alors, en notant o l’indice de sommabilité de f, on a

L
¥p€C, Re(p) > max(a,0), L(g)(p) = (fp)(p). (5.29)
DEMONSTRATION. Voirhttp://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MPISIR/complementscannes/point21.
pdf. (]

5.4.2. Application a la résolution d’équations différentielles
5.4.2.1. Ordre 1.
Voir http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MPISIR/complementscannes/resol_edo_cos.pdf.
EXEMPLE 5.21. Voir I'exercice de TD [E.3

5.4.2.2. Ordre 2.
Considérons ’équation différentielle d’ordre 2 & coefficients constants :
ay(t) + by’ (t) + cy(t) = f(1),

ol a, b, et ¢ sont des constantes, et f(t) est une fonction donnée. Les conditions initiales y(0) et 3’(0) doivent
étre connues.

(1) Appliquer la transformée de Laplace

La transformée de Laplace des dérivées est donnée par :
LIy (t)] = sY(s) — y(0),
Lly"(t)] = s*Y (s) — sy(0) — y'(0),
ou Y (s) = L[y(t)].
En appliquant la transformée de Laplace a tous les termes de I’équation différentielle, on obtient :
a(s*Y (s) — sy(0) — y'(0)) + b(sY (s) — y(0)) + cY (s) = L[ (t)].
(2) Isoler Y(s)
Réorganisons 1’équation pour isoler Y (s) :
Y (s)(as® +bs+c) = L[f ()] + a(sy(0) +¢'(0)) + by(0).
Ainsi :
LLf(t)] + a(sy(0) +y'(0)) + by(0)
as? +bs+c

Y(s) =

(3) Décomposer en éléments simples

Si le dénominateur as? + bs + ¢ est factorisable, on peut le décomposer en facteurs linéaires ou
quadratiques. Par exemple :
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— Sias?+bs+c= (s—p1)(s—p2) (racines réelles distinctes), on décompose Y (s) en éléments simples.

— Sias?+bs+c= (s—p)? (racine double), ou si les racines sont complexes, une méthode similaire

est appliquée.

(4) Appliquer la transformée inverse de Laplace

Utilisez une table de transformées de Laplace inverses pour revenir dans le domaine temporel et obtenir

y().
EXEMPLE 5.22. Résolvons ’équation suivante :
y'(t) +3y'(t) +2y(t) =", y(0)=1, y'(0)=0.

(1) Appliquer la transformée de Laplace

LIy" ()] + 3Ly (1)] + 2L[y(1)] = L[e™"],
1
s+1°

(s>Y (s) — sy(0) —y'(0)) + 3(sY (s) — y(0)) +2Y (s) =

(2) Simplifier
En remplacant y(0) = 1 et /(0) =0 :
1
s+1

(s +3s+2)Y(s) — (s +3) =

(3) Isoler Y (s)

1
+(s+3
Y(s) = H—m—2- (2+3)
s24+3s+2
(4) Décomposition en élements simples.

Le dénominateur s% + 3s + 2 se factorise :
2+ 3s+2=(s+1)(s+2).
et donc
1
a7 T (s+3
Y(s) = sl ( )
(s+1)(s+2)
Regroupons les termes au numérateur :

Numérateur = 1+ (s+ 1)(s + 3)
=14+s>+3s+s5+3
=s%+4s+4.

Ainsi :
2445+ 4
Y(s) = sTrds+a
(s+1)(s+2)

Factorisons le numérateur s + 4s + 4 = (s + 2)% :

(s+2)°

Y(s)= ———F—.
B = D6 +2)
Simplifions :
s+2
Y(s) = s+1
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(5) Transformée inverse de Laplace

Réécrivons Y (s) :

1
Y(s)=1+——.
(8) =1+ -7
En appliquant la transformée inverse de Laplace :
o ‘C’_l[l] = 15
o [71 [S_"l_l} — e—t7
nous obtenons :
y(t)=1+e " (5.31)
(6) Conclusion
La solution de I’équation différentielle est :
y(t)=1+e "
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Chapitre 6

Transformées de Fourier

Ce chapitre est issu (et adapté) de |Esc22, chapitre 3 : Série et transformée de Fourier|.

Rédaction partielle, un certain nombre de passage sont manuscrits et fournis sur internet, a l’adresse
habituelle.

En cours de rédaction

88
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Annexe A

Quelques développements limités usuels

n est un entier naturel et tous ces développements limités sont en zéro.

z_l .1‘2 .1‘3 n n
22 gt gf 220 )
—1_ 2 sz _1\" n+1
cosx =1 5 +24 6!+...—|—( 1) (2n)!—|—o(x ),
$3 $5 .CC7 $2n+1 )
: . sz i\ n+2
sing =z — - +5! 7!+...+( 1) (2n+1)!+0(x ),
1 2 17 62
" _ L3 4 5, 4 7 9 10
T =+ 30 o g gggp et o (eh),
1.3 1.5 1.2n+1
tanz =2 — — + — + ...+ (=1)" n+l
arctanx = x 3+5+ +(-1) 2n+1+0(z ),
22 gt gf 220 i
— — _ - I n+1
coshx—l—i—2+24+6!+...+(2n)!+0(x ),
I R p2n+1 ,
: _ - ll ll - n+2
81nhzfz+6+5!+7!+...+(2n+1)!+0(:c ),
N 1 “D(a-2)fa—n+1
(1+x) :1+0¢x+%z2+...+a(a )(a n') (a—nt )z"Jro(:E"), a €R,
11 113..(2n—3)
Vifor=14-p—=a>+.. (-2t Hogn n
Fr=ltgrogr et (C)T e e @),
In(1 + ) R
n =r——+—=—+..+(— —
T) =T - 3 —+o(z"),
1 2
—— =l+4z+z°+..+z"+o(2").
1-2z
1
1+x:1—z+x2+...+(71)nz"+0(z").

Il est important de savoir retrouver ces formules !
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Annexe B

Quelques dérivées usuelles

| fonction | dérivée |

¢ ar®!

N NG

Inz 1/x

In |ul u'fu

e e”

a® In aa®

cos T —sinx

sin x cosx

coshz sinh z

sinh x coshz

tan 1/cos?x =1+ tan?z
tanhz | 1/cosh®z =1 — tanh® z
arctanz | 1/(1 + 2?)

arccosz | —1/v/1 — a2

arcsinz | 1/v/1 — 22

Il est important de savoir retrouver ces formules!
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Annexe C

Différents calculs de I’exemple [3.22 page 46 du cours

(1) Si on utilise la méthode de la section BZ2T] I’équation de la droite est donnée par

y=oz+p
(- ) ()
B Ty TB ys/)
1 zg4 _ 1 B -1
1 xp o g — x4 \—2A 1
<a> _ 1 < TB 1) (yA) _ 1 (szA :cAyB>
B xp—2xa \—zA 1 YB TR —TA yB —yA ’

et donc I’équation de la droite est

ot, d’apreés I’équation (BI8)

On a aisément

et donc

- x —x
_Ys—Ya _ TBYA AyB, (1)
rp —TA Ip —TA
ce qui est bien I'équation (B9) équivalente a I’équation (BI0).
Si on utilise la méthode de la section B.2.2.2] on utilise I’expression des polynomes de Lagranges [ et

I; donnés par les équations ([3.250) et [3.25d), puis 'équation (B217) qui donne
y = yalo(z) +yph(z)

ce qui donne encore
T —2xp T—TA

YB )
rA —ITB B —TA
ce qui bien équivalent a I’équation (CJ) et donc a I'équation (3.I0).

Enfin, si on utilise la méthode de la section B.2.2.3] d’aprés les calculs de I'exemple B.I7 on a

YB — YA (x
B —TA

Yy=1ya+ —za), (C.2)

ce qui bien équivalent a I’équation (B10).

Lors d’un examen, une méthode originale a été proposée par Monsieur Mehdi Rosine a I’automne 2023 :
Il s’agit de remarquer que la droite en question passe par le point (z4, f(x4)) et a pour coefficient
directeur le taux d’acroissement de f entre x4 et g (qui n’est autre que la différence divisée f[xa, 5] =

i’g:i’i ). Si y = g(x) désigne ’équation de la droite, on a donc
9(wa) = ya,
YB — YA
g'(xa) = =,
B —TA
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C. DIFFERENTS CALCULS DE L'EXEMPLE [B22 page 46] DU COURS 93

et la formule de Taylor appliquée a g donne, entre z et x4, puisque g” =0 :

y = g(x),
= glea) + o (24) (& — ) + 59" (O) — 2a),
=ya+ nyyA(zizA),
rp—TA

et on retrouve donc bien 1’équation ([FI0).

REMARQUE C.1. C’est exactement 'idée de l'interpolation de Hermite! Voir le début de ,
la section 27] page E0].
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Annexe D
Etude théorique d’un probléme de moindres carrés

D.1. Rappels sur la régression linéaire

Les coordonnées (z;,¥i)<,;<, €¢tant connues (de facon expérimentale ou par mesure), on cherche donc a

résoudre le probléme suivant :

n
trouver (a,b) qui minimise S = Z (az; +b—y;)° (D.1)
i=1
La quantité S est appelé ’écart entre les données et la droite d’équation ¥ = aX + b. Ce probléme s’écrit

aussi : trouver le couple (ag, bp) tel que

V(a,b) € R?, Z (aozi +bo — yi)* < Z (azi +b—y;)° (D.2)

=1 =1

FiGURE D.1. le principe de la droite de régression linéaire

Voir la figure [D.11

On peut expliciter les coefficients ag et by en fonction de (;,yi);<;<, ; voir par exemple les rubriques
"régression linéaire" et "Ajustement affine" de Wikipédia (https://fr.wikipedia.org/wiki/Régression_
linéaire et https://fr.wikipedia.org/wiki/Ajustement_affine).

Voir par exemple la figure [D.2 page suivante] ot sont tracés les points expérimentaux (2;, %), <;<,,, deux
droites différentes correspondant & deux couples (a,b) avec les écart associés et la "meilleure droite". Sur cette

figure,
— les points de coordonnées (x;,Y;), .., sont représentés par des carrés noirs;
’ 1<i<n )
— les points de coordonnées (x;, ax; + b), -, ., sont représentés par des ronds bleu;
— deux droites sont tracées en noir et la "meilleure" en rouge. Cette droite a une pente a positive.
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Le nuage Le critere d’ajustement
40 40
[ | [ |
35 35
|
30 | 30
|
25 m 25
[ N |
20 20
a "
15 | 15
Donnees Ecart = 79.85
10 10
T T T T T T T T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80 20 30 40 50 60 70 80
Le critere d’ajustement La meilleure droite
40 40
35 35
30 30
25 25
20 20
15 15
Ecart = 30.85 Ecart = 19.58
10 10
T T T T T T T T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80 20 30 40 50 60 70 80

FIGURE D.2. la droite de régression linéaire

Cette figure, faite sous R, est extraite de [Bas12, chapitre 4].

D.2. Rappels sur la norme Euclidienne et le produit scalaire associé
On rappelle que ||||, définit la norme Euclidienne usuelle sur R? :
T1

(D.3)

Lp

ot !C désigne la matrice transposée de la matrice C. Cette norme est associée au produit scalaire < .,. > défini
par

Vo,y €RP, < x,y >="'xy. (D.4)

Pour un rappel sur les normes, on pourra consulter annexe A de [BM03] ou [Sch01].

D.3. Théorie

Pour plus d’information sur les systémes au sens des moindres carrés, on pourra consulter [Cia82].
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D.3. THEORIE 96

De fagon plus générale, on se donne n > p deux entiers non nuls, b un vecteur de R, A = (a;,;)1<i<n, une
1<j<p
matrice de M,, ,(R), on cherche a trouver le vecteur X qui vérifie le systéme sur-déterminé AX = b

P
Vi € {1,...,71}, Zamxj = b, (D5)
j=1
mais au sens des moindres carrés : on veut trouver X tel que la quantité
2
n P
Z Qi i L5 — bj (DG)
j=i \j=1

soit minimale. Par exemple, le cas de la section [D.1I] correspond a

p=2, (D.7a)
et

Vie{l,..,n}, a1=1, ,a;2=ux;. (D.7b)

La section [D.] traite le cas particulier de la de régression linéaire (c’est-a-dire, trouver la droite qui passe le
plus proche d’un nuage de points donnés), avec (D.7).
De fagon plus générale, on cherche donc a résoudre

Azo —bl5 = inf [[Az —b|3 D8
l1Azo —bll; = inf [lAz —bll;, (D-8)
ol n > p sont deux entiers non nuls, A est une matrice donnée de M,, ,(R), b est un vecteur donné de R" et zg

est 'inconnue dans RP. Voir la section [D.2] pour les rappels sur la norme ||.||,. On écrit parfois que 1'on résout
le systéme «rectangulaire»

Az =b, (D.9)
au sens des moindres carrés. En effet, on a
Az = b, (D.10)
et c’est 'éccart entre Az et b que 'on cherche & minimiser.
LEMME D.1. Si la matrice A est une matrice de My, ,(R) de rang p, alors *AA est inversible.
DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que, pour tout vecteur = € R?,
PAAz =0 =2 =0.
Si le vecteur de RP, tAAx est nul alors 'zt AAz est nul et donc, par définition
|Az|., = "(Az)(Az) = 'z' AAz = 0,
et donc Az = 0. Ainsi z appartient au noyau de A. D’aprés la relation rang-noyau, on a dim(KerAd) =
p —rg(A) = 0, par hypothése. Ainsi, le noyau de A est réduit & {0} et z est donc nul. O

REMARQUE D.2. Si les x; ont au moins deux valeurs différentes, alors la matrice A donnée par (D.7),
c’est-a-dire le cas de la section [D.1] est de rang 2. En effet, on peut extraire de A, une sous-matrice de type

1 i
1 ZL'j

avec x; # x; et 'on sait que cette matrice est inversible (voir par exemple [DB22, Chapitre "Interpolation",
section "Calcul direct (Matrice de Vandermonde)"]).

On peut donc déduire du lemme [D.1] le résultat suivant :

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Systémes Industriels et Robotique 3A Cours de MPISIR Jérome Bastien



D.3. THEORIE 97

PRroPOSITION D.3. On suppose que la matrice A est de rang p. On note xq défini par
zo = (1AA)T (PAD). (D.11)
La solution de (D.8)) est unique et est égale & xg.

DEMONSTRATION. Voir [Cia82].
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Annexe E

Définition et utilisation de la fonction W de Lambert

On pourra consulter par exemple https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_W_de_Lambert

E.1. Définition de la fonction W de Lambert
On cherche a résoudre ’équation suivante : pour z € R donné, on cherche w € R tel que
we” = z. (E.1)
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION E.1 (les deux branches Wy et W_; de la "fonction"de Lambert).
o Siz< f%, il n'eziste aucun w € R solution de (EJ) ;
e Il existe une unique fonction Wy de [—1,+oo| dans [—1,+oo| telle que (EI) est équivalent ¢ w =
WO (Z) N
e Il existe une unique fonction W_y de [—1,0[ dans | —oco, —1] telle que (E)) est équivalent aw = W_1(z).
Cela est équivalent a dire : Pour tout z € R :
o Siz< f%, léquation (EJ) n’a pas de solution ;
o Siz=—1 laseule solution de (EI)) est donnée par

v (1) (1) e

o Size]— %, 0[, les deuz solutions distinctes de (EJ) sont données par
w=W_i(z), (E.3a)
w = Wy(z); (E.3b)
e Siz € |0,+00[, l'unique solution de (EJ]) est donnée par
w = Wy(z). (E.4)
DEMONSTRATION. Il suffit d’étudier la fonction f définie sur R par
VweR, f(w)=we", (E.5)

dont la dérivée est donné par

VweR, f'(w)=(1+w)e", (E.6)
strictement positive sur | — 1, +00] et strictement négative sur | — 0o, —1[. On en déduit le tableau de variation
de f, que 'on compléte grace a

LJm f(w) =0,
GHm  f(w) = +oo,
f-1)=-3,
f(0)=o0.
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E.2. UTILISATION DE LA FONCTION W DE LAMBERT : RESOLUTION DE L’EQUATION ae® + bz +c =0 99

signe de v'(x) - 0 +
variations de \ (;/
v . /

TABLE E.1. Tableau de variation de f

Voir le tableau [E 1l et les figure et

Compte tenu du tableau [E.Il on constate que
— limage de R par f est égale a [—1/e, +00[;
— [ est strictement décroissante sur | —oo, —1] et définit donc une bijection de |—oo, —1] sur f(]—o0, —1]) =

[7 1/67 0[ 5
— [ est strictement croissante sur [—1, +o0o[ et définit donc une bijection de [—1, 4o00[ sur f([—1,+o0[) =
[—1/e, +o0.
Voir les figures et On peut donc conclure a partir de ces éléments. (I

E.2. Utilisation de la fonction W de Lambert : résolution de I'équation ae® +bxr +c =0

LEMME E.2. Soient a, b et ¢ trois réels, a et b étant non nuls. On pose

c
A= %e_l_a. (E.7)
L’équation
ac® +br+c=0, x€R, (E.8)
admet
e aucune solution si A < —% ;
e une unique solution x si A = —%, donnée par
c
r=-y +1, (E.9)
o deux solutions deux & deux distinctes xg et x_1 si A appartient a | — %, 0[, données par
c
Ty = 75 — Wk(A>, vk € {0, *1}, (ElO)
e une unique solution x si A appartient a [0, +oo[, donnée par
c
T=—y Wo(A). (E.11)
DEMONSTRATION. L’équation (E8) est successivement équivalente a (puisque a et b sont non nuls)
a , c ( c) b _,
== (—r—-)-eT=-1
b T b e ’
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E.2. UTILISATION DE LA FONCTION W DE LAMBERT : RESOLUTION DE L’EQUATION ae® + bz +c =0 100

1
|
Branche W :
25F Branche W_, | (O e i |
| |
| |
2 ! -1 ! Branche W, b
: : Branche W_,
| |
15 i -2r 1 T
| |
| |
1 | -3+ | 4
| |
| |
| |
0.5 i -4r i B
| |
| |
0 -5r | q
| |
| |
o5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | " | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 -0.5 o 0.5 1 15 2 25 3
(a) La fonction f et les deux branches Wy (en vert) et (b) La fonction f~! et les deux branches Wy (en vert)
W_1 (en bleu). et W_1 (en bleu).
‘
O = — — He——
|
|
|
b @ ‘ i
|
|
|
S | i
|
|
| |
-3r i 7 i
| |
| |
| |
-4 I 1 I
| |
| |
| |
-Sr I 7 I
| |
| |
" ‘ ‘ ‘ ‘ \ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
(c) la branche W_;. (d) la branche Wp.

FiGUurE E.1. La fonction f et les deux branches Wy et W_;.

cela est équivalent, en posant

C
X = — Z
X b,
_¢
A:%e ,
a
Xe¥ = A. (E.12)

11 ne reste plus qu’a appliquer les résultats de la proposition [E.] qui donne X en fonction de Wi (A) et donc
z de la forme (selon les valeurs de A) :
x:fngMA)
O
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E.3. UTILISATION DE LA FONCTION W DE LAMBERT : RESOLUTION DE L’EQUATION z% = 2 101

E.3. Utilisation de la fonction W de Lambert : résolution de I'équation z* = 2

On cherche & résoudre I’équation suivante : pour z € R donné, on cherche z € R tel que

% = z. (E.13)
Si x existe, on a nécessairement
z > 0. (E.14)
L’équation (EI3) est équivalente &
em Inz __ P

soit encore
rlnz =Inz,
et donc
Inze™® = Inz,

et donc encore

XeX =Inz. (E.15)
ou
X =z (E.16)
D’apres la section [ELT] cette équation a une solution supérieur & —1 unique, si In(z) > —1/e et donc si
z>er. (E.17)
Cette solution est donnée par
X =W(lnz),
et, d’apres (E16)
T = eW(ln z)7
et d’aprés I'équation (EJ), on a finalement
Inz 1
_ > = E.18
v W(nz) ~ e ( )
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Annexe F

Quelques transformeées de Laplace

Dans ce tableau, 3 est un réel, w est un réel strictement positif.

| fonction (causale) | transformée de Laplace abscisse de sommabilité
B 7 0
&
t" (n € N¥) :H 0
= 1
Bt — B
e
p *pﬂ
t - 0
cos(wt) PER
sin(wt) 2 0
p2 + w2
+6
e~ Pt cos(wt S O — —
“ | grapee 5
e sin(wt —_— —
S B TR R ’
In(t) ——(In(p) + ) (v = 0,577 215 664 901 532 860 est la constante d’Euler) | 0
s
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